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1. Théorie des ensembles

(1) Vrai (12) Vrai
(2) Vrai (13) Vrai
(3) Faux (14) Vrai
(4) Vrai (15) Vrai
(5) Faux (16) Faux
(6) Faux (17) Vrai
(7) Vrai  (18) Vrai
(8) Vrai (19) Faux
(9) Faux (20) Vrai
(10) Vrai (21) Faux
(11) Vrai (22) Faux

Quelques expliquations pour les points ci-dessus : Remarquons tout d’abord que Iécriture
u,v € X veut dire “u € X et v € X” et non pas “{u,v} € X”. Nous avons {a} # a, {a} étant
I’ensemble constitué du seul élément a, et a étant cet élément. Un objet X peut étre élément
et ensemble a la fois. En effet, si X est un ensemble, c’est aussi un élément : on a X € Pot(X)
parce que X C X.

e (3) : Ecrivons S = {{ding}, {dong}}. Nous avons {ding} € S et {dong} € S, mais ce sont
les seuls éléments dans S. Donc {ding, dong} & S.
e (4) et (5) : Posons T = {a,b,c}. On a

Pot(T) = {0, {a},{b}, {c} {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c}}
Nous avons donc certainement {a}, {b} € Pot(T"). Donc,
{{a},{b}} € Pot(T), (1)

ce qui établit (4). Nous pouvons réécrire 1’expression (1) de maniére équivalente avec le sym-
bole d’appartenance € comme suit :

{{a},{b}} € Pot(Pot(T)).

Mais Pot(Pot(T")) # Pot(T), et en effet {a} & T, ce qui implique que {{a},{b}} & Pot(T).
e (7) : L’ensemble vide () est sous-ensemble de tout ensemble, donc en particulier

0 C {Loki, Balder}.

Ceci est équivalent a laffirmation (7).
e (11) : Comme N C R, on a Nx N C R x R. R x R est 'ensemble de mots (vecteurs) de
réels de longueur deux, et comme R™ est 'ensemble de mots de réels, on a R x R € RT. En
résumé,

NxNCRxRCR".



Algorithmique - Semestre d’Hiver 2007/2008 borrorsde S oL TS

e (14) : Nous avons N C R et aussi {7,0.01, =7} C R, et donc nous avons bien
N x {m,0.01,-7} CR xR,

donc N x {7,0.01,—7} est bien une relation sur R.

e (15) : (—1) est le mot de longueur 1 contenant comme seule composante —1 ; comme —1 € R,
on a bien (—1) € RT.

e (17) : L’affirmation “S C T signifie “S est sous-ensemble de T”. L’affirmation “S € Pot(T')”
signifie que “S appartient aux sous-ensembles de 77, ce qui peut aussi étre lu “S est sous-
ensemble de T7. L’affirmation (17) est donc une tautologie (c’est a dire qu’elle est toujours
vraie).

e (20) : {1,1,2} est 'ensemble contenant les éléments 1 et 2. {2,1} est aussi l’ensemble
contenant les éléments 2 et 1. Donc affirmation est vraie. La multiplicité ne compte pas pour
les ensembles. Par exemple :

{a} ={a,a} = {a,a,a} et {a,b} = {a,a,b} ={a,a,b,b} ={a,a,a,b,b}

Remarquons aussi que L’ordre ne compte pas pour les ensembles. Par exemple

{a,b} = {b,a} et {a,b,c} ={a,c,b} ={b,c,a} = {c,a,b}

e (21) : Contrairement aux ensembles, la multiplicité et l’ordre comptent pour les mots. Deux
mots sont égaux si et seulement s’ils ont la méme longeur et chaque composante est égale.
Par exemple, on a (1,1) # (1) et (2,1) # (1,2) et aussi (1,1,2) # (2,1).

e (22) Nous avons Pot()) = {0}, et comme @ € {0}, il s’en suit que (), (0,0) et (0,0,0)
appartiennent tous & (Pot(())™. Mais Paffirmation est fausse, car le mot vide () n’appartient
pas a (Pot(0))™, seulement a (Pot(())*.

2. Spécification formelle 1

a) L’input est un ensemble, donc 4,7 ¢ I (ce ne sont pas des ensembles). Les éléments de
I’ensemble doivent étre des nombres naturels, donc {—1,100,2} ¢ I (puisque —1 ¢ N) et
Pot(N) ¢ I (puisque ses éléments ne sont pas dans N, par exemple {1,2} ¢ N). N ¢ I,
puisque N n’est pas fini.

On a donc {1,2}, {1}, {1,...,100} €I.

b) L’input est un sous-ensemble fini de N, I'ensemble de tous les inputs possibles est donc
I’ensemble de tous les sous-ensembles finis de N : I = Pot*(N).

¢) (2,vrai), (7, faur) ¢ R puisque 2,7 ¢ I. On voit également que {N, fauz} ¢ R, puisque
N ¢ I (car N n’est pas fini). Pour ({1,2,4,6},vrai), on a bien {1,2,4,6} € I et vrai € O,
mais tous éléments de ({1,2,4,6} ne sont pas pairs, 'output attendu pour ce input est
donc faux. On a donc ({1,2,4,6},vrai) ¢ R.

On obtient : ({2}, vrai), ({1,...,100}, faux) € R.

d) On a donc :

R = {(S,vrai)EIxO‘ VeeS : EIkeN:x:2k}

U{(S,faux)eIxO‘ Jres : Hk:eN:a::%Jrl}
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e) Le input est le méme que dans le probleme précédant, on a donc Iy = Pot*(N)
f) Oz = Ny (puisque 0 est autorisé comme output).
g) ({1,2,3},1) € R, puisque {1,2,3} € I, 1 € O et {1,2,3} a bien 1 élément pair. De méme,
({1,8,6,2},3) € Rpuisque {1,8,6,2} abien 3 éléments pairs. Par contre ({1,2,3,4,5},{2,4}) ¢
R, car {2,4} ¢ O.-
h) 3IrC S : (|T|=n AV eT : 3keN : x=2k)
i) On aura (S,m) € R si et seulement si il existe 7' C S avec :
— T est 'ensemble des nombres pairs de 5, c¢’est-a-dire que
— tous les elements de T sont pairs
— tous les elements de S\T sont impairs
—|Tl=m

R = {(S,m)e[xO‘ rcs :

[ [T]=m A
VeeT :dkeN : z=2k A

Vee S\T : ke N : :L':2k‘—|-1]}

3. Spécification formelle IT

On rappelle qu’une spécification formelle d’un probleme consiste en 3 ensembles I, O et R.
I est ’'ensemble de tous les inputs possibles, O est ’ensemble de tous les outputs possibles, et
R est la dépendance relationelle. C’est une relation entre I et O (c’est-a-dire un sous-ensemble
de I x O). La dépendance relationelle vérifie par définition

(i,0) € R <= o0 est un output valable quand I'input i est donné au probleme.

a) Etant donné un nombre naturel n € N , on veut savoir si n est impair. Le input au probleme
est le nombre naturel n, donc ’ensemble de tous les inputs possibles est ’ensemble N.
Si on avait une machine pour résoudre ce probléme, quand on lui donne un n € N, elle
nous répondrait soit “vrai” (si n est impair), soit “faux” (si n est pair). L’ensemble des
outputs possibles est donc {vrai, faux}.
Si on donne a notre machine I'input 7, loutput attendu est “vrai”. Donc par définition de
R, on a (7,vrai) € R. De maniére générale, si on lui donne un nombre impair, elle nous
retournerait “vrai”. Donc (z,vrai) € R pour tous les nombres impairs = et de méme, on a
(y,faux) € R pour tous les nombres pairs y.

En résumé :
I = N

O = {vrai, faux}

R = {(n,vrai)EIxO‘ EIk:EN:n:2/<:+1}

U{(n,faux)EIxO‘ erN:n:%}
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Un probleme dans lequel il faut déterminer si une propriété est vraie ou fausse s’ap-
pelle un probleme de décision. L’ensemble des outputs est dans ce cas toujours ’ensemble
{vrai, faux}. Bien stir on peut treés bien utiliser des variantes comme {Oui, Non}, {1,0} ou
dans ce cas {impair, pair}.

L’input au probléeme est le nombre n. Tous les nombres naturels sauf 1 sont autorisés, on

a donc I = N\{1}.

L’output est le plus grand diviseur de n qui soit inférieur a n. Par exemple si on donne au

probleme 'input 12, ses diviseurs sont 1,2,3,4,6 et 12. Le plus grand de ces diviseurs qui

soit inférieur a 12 est 6, 'output attendu est donc 6. De méme si on donne comme input

15, 'output sera 5, si on donne comme input 17, 'ouput sera 1, etc...

L’output attendu est donc un nombre naturel (et pour tout nombre naturel x il existe un

input pour lequel z est 'output), 'ensemble des outputs possibles est donc ’ensemble de

tous les nombre naturels, on a donc O = N.

Pour la relation, soient n € I et a € O. On aura (n,a) € R si et seulement si :

— a est un diviseur de n et a < n

— 81 b < n est un diviseur de n, alors b < a (donc a est le plus grand élément parmi les
diviseurs de n qui sont inférieurs a n).

De maniere générale quand on veut trouver le plus grand élément qui a une certaine

propriété on le specifie souvent de cette maniére : Il faut trouver un élément (a) qui verifie

la propriété (a divise n et a < n), et tel que si un autre élément (b) vefifie la propriété

alors b est inférieur ou égal a a.

Nous n’avons donc plus qu’a écrire ces conditions de maniere formelle :

I = N\{1}
O = N

R - {(n,a)GIxO' (a|n A a<n) A VbeN:((b\n A b<n) — b§a>}

Etant donné deux mots S, T € AT, Le but du probleme est de déterminer si S est un
sous-mot de T'. Il s’agit encore d’un probleme de décision, on sait donc que ’ensemble
des outputs sera O = {vrai, faux}. L’input consiste en deux mots sur 4, c’est-a-dire deux
élément de AT, c’est-a-dire un élément de AT x AT. L’ensemble de tous les inputs possibles
est donc I = AT x AT

Pour la relation, on rappelle que R est un sous-ensemble de I x O, dans ce cas on aura
donc R C (AT x AT) x {vrai, faux}. On a [(S,T),vrai] € R si et seulement si S est un
sous-mot de T'. Par exemple, on a [((e,n,d), (f,e,n,d,e,r)),vrai] € R. Il nous faut donc
exprimer cette condition.

On pose n = |S| et m = |T|. On a donc S = {s¢,...,8n—1} et T = {tg,...,tm—1} avec
tous les s; et t; dans A. Pour que S soit un sous-mot de 7' il faut que t; = sq, t;+1 = 1,

.+, titn = Sy, pour un certain indice ¢ € {1,...,m}. Formellement on a :

Fie{0,....m—1} : m<m—iAVj€{0,...,n—1}: 55 =ti1;)

En résumé :
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I = At x A"
O = {vrai, faux}

= {[((30, ey Sn_1)s (to, ..o tme1)),vrail € I x O ‘
Fie{0,....m—1} : m<m—iAVj€{0,...,n—1}: sj:tiﬂ-)}
U {[((307--->3n—1),(t0,...,tm_l)),faux] clIxO ‘

pic{0,....om—1} : m<m—iAVj€{0,...,n—1}: sj:t,-ﬂ-)}

4. Induction

a) Nous établissons d’abord la base de 'induction : Pour n = 1, nous avons
l+a+ad®+--d"=1+a

et d’autre part,
1—a™t  1—q? 1—a)(l+a
1 _(-ota
1—a 1—a 1—a
ce qui établit la formule dans ce cas. Montrons maintenant que la formule est juste pour
n + 1 si elle ’est pour n.

n+1 n
§ az:an+l+§:a2
i=0 =0
n+1
1—a
an+1(1_a)+1_an+1
1—a
1__an+2
- 1-a

Ceci permet de conclure par récurrence.

b) Pour le cas n = 1 la formule est vraie :

1-2-3  nn+1)2n+1)
6 6

En supposant qu’elle est établie pour n, on peut traiter le cas n + 1 comme suit

124+224+ .. . 4n?=12=1=

n+1 n
DM =(n+17+> K
k=1 k=1
D(2n+1
~(nt 1) MRt )6(”+ )
_6n?+12n+6+n(n+1)(2n+1)

6
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Par calcul direct, on peut montrer que le terme au numérateur, 6n? + 12n + 6 + n(n +
1)(2n + 1), est égal a
(n+1)(n+2)(2n + 3).

Ceci permet de conclure par induction.

¢) Remarquons d’abord que si n > 10, on a

3 3 1
2>14+ =+ 5+ —.
n n n

En effet, le terme a droite est décroissant et il suffit alors de vérifier numériquement que
I'inégalité est vraie en n = 10.

Pour n = 10, nous avons
2" =210 = 1024 > 1000 = 10% = n®.
Supposons maintenant le résultat vrai pour n et montrons-le pour n + 1.

2TL—|—1 =9. 2n
> 203

33 1)\ 4
>(1+—-—+=+—=n

n n? nd
= (n+1)>.

d) Le cas n =1 est trivialement établi, parce qu'on a

1 1 n

1.2 2 n+1

dans ce cas. Supposons donc que la formule est vraie pour n, et montrons qu’elle est vraie
pour n+1:
1 1 n 1
+ﬂ+'+ (n+1)(n+2) T+l - (n+1)(n+2)
_on(n+2)+1
S (n+1)(n+2)
B n?4+2n+1
C(n+1)(n+2)
 (n41)?
 (n+1)(n+2)
n+1
n+2

1
1-2

e) Commengons par remarquer que si n est un premier, alors il est trivialement un produit
de nombres premiers, a savoir le produit trivial qui est formé du seul facteur n.
Donc, n = 2 est bien un produit de premiers. Supposons maintenant que n > 2 et que la
proposition est vraie pour 2,3,...,n — 1. Si n est premier, il n’y a rien a prouver; par la
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remarque précédente n est trivialement un produit de premiers. Si n est composé, il existe
I,m €N tel quen=1[0-metl,m+# 1. Montrons d’abord que

ILme{2,3,...,n—1}.

Clairement, [ > 1, comme [ € N et [ # 1. De méme pour m. Maintenant, comme m > 1,
nous avons

n
l=— <n,
m
et symétriquement m < n. Donc, I,m € {2,3,...,n—1}.

Ainsi, nous pouvons appliquer I’hypothese d’induction & [ pour déduire que
l=pip2---pr,;
ou les p; sont des premiers (pas nécessairement distincts). De méme,
m = q1q92 " " 4k, ,
ou les ¢; sont des premiers. Il en suit alors que
n=m-l=piprqi -,

est donc aussi un produit de premiers, ce qui permet de conclure.



