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0

Introduction

0.1 QU’EST CE QU'UN ALGORITHME?

Informellement, on peut définir un algorithme comme suit:

Un algorithmeest une suite d’étapes dont le but est de résoudre ungmnebl |
ou d’accomplir une tache.

Les algorithmes sont utilisés partout. Par exemple, uoette pour votre plat préféré peut
étre un algorithme. Nous raffinerons le concept d’'un atbore en étudiant des exemples.

0.2 EXEMPLES D’ALGORITHMES

0.2.1 Somme d’entiers positifs

Probleme: Calculer la somme des premiers entiers positifs
Input: neN:={1,2,3,...}
Output: Sn)=1+24+34+...4n=>7_k

Par exemple, si = 10, I'algorithme retourne 55.

Une approche naive serait de définir une variabitgtialisée a zéro, puis d’'y ajouter un par
un les nombres de 1ra Le code correspondant s’écrit:
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Algorithme 1 Méthode naive de sommation
Input: Un entier positifn € N.
Output: Lasommes:= ), _ k.

50

for i =1tondo

S Ss+1
end for
return s

Une meilleure méthode a été découverte par le mathéeragllemand Carl Friedrich Gaul3
a l'age deb ans. Son instituteur, pour le punir, lui demanda de caldalsomme des entiers
de1 a100. Le jeune Gauld annonca le résultat tres peu de temps aprdkavait réalisé qu’on
pouvait ajouter les termes deux par deux en partant des opposés de la liste, et que les termes
intermédiaires ainsi obtenus étaient tous identiquest00 = 101,2+99 = 101, ...,50+51 =
101. On obtient ainsb0 termes, le résultat est doAd - 101 = 5050.

Cette méthode peut étre généralisée atqogir. On a:

1 + n = n+1
2 + n—1 = n+1
n 3 + n—2 = n+1
— termes . .
2 : : : : :
2-1 + 242 = n+1
3 T 5+1 = n+l
Donc,
1
S(n)_n(n;—)

L'implémentation de la méthode de Gaul} est triviale; ffisd’ecrire la formule ci-dessus:

Algorithme 2 Méthode de sommation de Gaul3
Input: Un entier positifn € N.
Output: Lasommes =), | k.

n(n+1)

return —5

Nous avons déclaré que la méthode de Gaul3 était meilgue notre méthode originale.
Mais que veut dire “meilleure”? Nous pouvons donner un segsipa ce terme: nous voulions
dire qu’en utilisant la méthode de Gaul3, la somme poutatd@lculée de facon plus efficace.
Ceci peut étre montré formellement en comparant le nomtmgérations arithmétiques dont a
besoin chaque algorithme pour parvenir au résultat.

La premiere méthode utilise additions du comptew. (Nous ignorons les additions dg
La deuxieme méthode utiliseopérations arithmétiques (une addition, une multipiczaet une
division). La méthode de Gaul3 est donc plus performantepou3.

2
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Il nous manque toujours:

e Une démonstration que la formule de Gaul} est juste. (R&uue!)
¢ Une notion de performance et des méthodes pour analysedgmithmes.

e Une spécification formelle du probleme.

0.2.2 Probleme de Localisation

Probleme: Probleme de localisation
Input: Des entiersyy < a; < --- < a,_1, etx € Z
Output: Trouver un indice tel quea; = x, Si un tel: existe

Exemple: Supposons que les entiers soiefg, 8, 11, 39, 41; Siz = 39, I'output de I'algorithme
serait4, alors que sic = 26 il n'y aurait pas de réponse.

Voici une premiere solution au probleme:

Algorithme 3 Recherche linéaire
1+ 0
while a; # x andi < n do
1 —1+1
end while
if # = nthen
return ERROR
else
return ¢
end if

Quelle est I'efficacité de cette solution? Comme avantsmoaunptons le nombre d’opérations
arithmétiques que doit réaliser I'algorithme. Nous igs de nouveau les opérations qui ne
concernent que le compteirLes opérations restantes sont donc les comparaiscas:. Cet
algorithme effectues comparaisons dans le pire des cas (ici le pire des cas seipgodndx
n'est pas dans la liste ou quancbst le dernier éléement, = a,,_).

Peut-on faire mieux? Oui, car on peut utiliser le fait quedgsont ordonnés. C’est ce que
fait 'algorithme suivant, appelRecherche BinairéBinary Search
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Algorithme 4 Recherche binaire
1<—0,7n
while j —¢ > 1 do

0[5+
if v < a, then
Jg—t
else
1/
end if
end while
if © # a,; then
return ERROR
else
return i
end if

Supposons qué soit la solution recherchée, i.e,, = x. Par convention, nous posons
a, = oo. Au début de chaque itération de la boueieile, on a

a; < ap < Q. (1)

En effet, avant la premiére itération, (1) est clairememiie. Dans toutes les itérations qui
suivent, nous modifionset j de telle facon a ce gu’elle reste vraie. Puisquelsent ordonnés,
on déduit de (1) que

1 < k<.

A chaque itération l'intervall&, j[ est coupé en deux, puisgaest choisi tel qu'il soit au milieu
dei etj. On finira donc forcément par trouver

La recherche binaire utilise au plli®g,(n)| comparaisons (pourquoi ?), et cet algorithme
est donc beaucoup plus efficace que le premier algorithmemé@ryue:log,(n) estbeaucoup
plus petitquen quandn est grand. Par exemple,si= 100, log,(n) vaut environ6.64, et si
n = 1024, log,(n) vaut10).

Il nous manque toujours:
e Outils de construction de 'algorithme
¢ Outils d’'analyse de l'algorithme

e Structures de donnéeBdta structure¥ypour réaliser I'algorithme
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0.2.3 Monnaie Optimale

Probleme: Monnaie optimale

Input: Une collectionC' = {1, 2, 5, 10, 20, 50, 100} de valeurs de pieces
de monnaie, et un entier
Output: Une suite finie de pieces, contenant aussi peu de piecesogde

sible, dont la somme des valeurs vaut

Exemple: Siz = 325, alors
Cho = C = Cg = 100,03 = 20,04 = 5.
Nous pouvons donc obtenir le résultat demandé en utilispieces.

Voici I'algorithme le plus simple qui vienne a I'esprit, pglé Algorithme Gloutorn(Greedy
Algorithm):

Algorithme 5 Algorithme Glouton
v«—0ett«—0
while v < z do
Trouver le plus grand € C' tel quec +v < z
Cp < C
V<—vV+cC
t—1t+1
end while
return (co,c1, ..., ¢—1)

Cet algorithme retourne-t-il une suite de pieces dont tarae des valeurs vauf Si oui, le
nombre de pieces est-il minimal?

Il nous manque toujours:

e Une preuve que l'algorithme est juste

— Spécification du probleme
— Analyse
— Solution optimale

e Structures de donnéeBdta structure¥
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¢ Principes de constructiogieedy algorithmk

Le premier pas vers ces objectifs est d’avoir une manigoaireuse de décrire ce que I'algorithme
doit accomplir, c’est-a-dire unspecification formelledu probleme. Ceci nécessite quelques
concepts mathématiques (ensembles, relations, forsgtion) que nous décrirons dans les
prochaines sections.

0.3 THEORIE DES ENSEMBLES

Nous supposons que la notion d’ensemble est connue. Eraéndus noterons les ensembles
par des lettres majuscules B, etc. Les mots “famille” et “collection” seront pour noussde
synonymes de “ensemble”.

0.3.1 Rappels de notations de logique

Rappelons les symboles suivants:

\ pour tout 3 il existe
A et VvV ou
—> implique € appartienta

Exemple: L'expression
VieA:x#y = x>yVa<y,

est lue comme suit:

Pour toutx appartenant &, si = est distinct dey, alorsz est strictement plus
grand quey ou x est strictement plus petit que

Rappelons aussi que les versions barrées, etc... dénotent les opposés des symboles
correspondants (c’est-a-direg % A” veut dire que & n’appartient pas a").
Remarque:

e Le symbolev est un A tourné; en anglais on dit “féil”, en allemand “furAlle”.

e Le symboled est un E tourné; on dit “iExiste”.

e Le symbolec rappelle & un E, commilément;z € A peut aussi tre luz élement de
A",
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0.3.2 Rappels de notations de théorie des ensembles

Un ensembled peut étre spécifie de nombreuses fagond; est fini, contenant (exactement) les
elementsyy, ao, . . ., a,, il suffit de les énumeérer, i.e., d’écrire

A={ay,...,a,}.

Si A est le sous-ensemble d’un certain ensenihlet siA est formé de tous les membres B
vérifiant une certaine propriéfe(z), nous pouvons écrire

A={z € B|Px)}

Exemple: Si B est 'ensemble de tous les nombres premiers, alors nouspsw@crire
{2,3,5,7,11,13,17,19} = {z € B | x < 20},

ou I'égalité “=" ci-dessus signifie que I'ensemble a gauche est forméadtexment les mémes
eléments que celui a droite. (Voir ci-dessous pour wfandion formelle d’égalité entre ensem-
bles.)

Rappelons les notations suivantes:

A C B A estsous-ensemble d&
A C B A estsous-ensemble strict de
A =B AetB sontégaux.

Comme avant, les versions barrées de ces symboles sigtefigropposé (i.eA # B: AetB
sont differents). Nous pouvons utiliser les notationsogdgdue ci-dessus pour définir précisément
ces symboles:

Définition. Pour des ensembleset B, nous définissong, =, C entre ensembles comme suit:

e AC B sietseulementsiVe:x € A — z € B.
e A=DB sietseulementsiA C BetB C A.

e AC B sietseulementsiA C BetA # B.

Nous disposons de quelques opérateurs sur les ensembles:

AU B dénote I'union ded et B.

AN B dénote I'intersection dd et B.

A\ B dénote la difference deé et B.

A x B dénote le produit cartésien deet deB.

7
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Définition. L'union, l'intersection, la difference et le produit casien d’ensembles peuvent étre
définis comme suit:

e L'unionde deux ensemble$ et B est I'ensemble
AUB:={z |z € AVz € B}.

Plus généralement, $i est un ensemble de sous-ensembles d’'un ensekdlanion de
tous les membres de est définie comme suit:

JA={reX|3AecF:zec A}
AeF

e L'intersectionde deux ensembles$ et B est I'ensemble
ANB:={z |z € ANz € B}.

De maniéere plus générale, pour une familae sous-ensembles dé, I'intersection de
tous les membres d€ est 'ensemble

(MA={zreX|VAcF:xzcA}
AeF

o Ladifferencede A et B est I'ensemble

A\B:={z€Al|z¢B)}.

e Ladifference symatriquede A et B est I'ensemble

AAB = (A\ B)U (B \ A).

e Le produit carésienA x B est 'ensemble de tous les couplesb), ola € A etb € B.
(Deux élémentsga, b), (o', 1) € Ax B sontégaux si et seulementsi= o’ etb = 0'). Pour
des ensembled,, ..., A,, le produit cartésient; x --- x A,, est 'ensemble de-tuples

(a1,...,ap)0Ua; € Ay,...,a, € A,.
Le n-eme produit cartésien dé est 'ensemble

A" = Ax - - x A.
————

n fois

Remarque: Les opérateursl et Vv, respectivement et A, ne sont pas seulement superficielle-
ment similaires. En fait, la définition de fait appel av et celle den a A.

8
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Définition. A tout ensembled nous pouvons associer une quantité appelézastinalité (ou
simplementaille). Nous dénotongA| la cardinalité de4, définie comme étant

Al = n  Si A contient exactement éléments,
' oo sile nombre d’éléments dé n’est pas fini.

Pour dire queA est fini, nous écrivons souvefll| < oco. |l n'existe qu'un seul ensemble
de cardinalité nulle, qui estdhsemble vid@ , caractérisé par le fait qu’aucun élément n’est
contenu dang.

Définition. Les ensembled et B sontdisjointssi
ANB =0,
i.e., SiA et B n’'ont aucun €lément en commun.

Soit X un ensemble ek’ une famille de sous-ensembles disjointsdel a réunion disjointe
des membres dE est notée
| | A.

A€eF

Il ne s’agit de rien autre que de l'union usuelle. Mais pafan parle de reunion disjointe et
on écritLl au lieu seU pour souligner le fait que les ensembles sont disjoints: €Rample, de

maniere générale, on a

L] 4] =2_ 1l
AeF AeF
ce qui n’est pas toujours vrai pour 'union usuelle.)

0.3.3 Ensembles des parties, Ensembles des mots

Définition. L' ensemble des partigsun ensembleX est défini comme étant 'ensemble de tous
les sous-ensembles dé L'ensemble des parties d€ est noté PdtX') ou encore2X.

L'ensemble des parties finige X est défini comme étant 'ensemble de tous les sous-
ensembles finis d& . Il est noté Pot(X).

On voit que siX est fini, alors on a POX ) = Pot'(X).

Remarque: L'écriture 2X est due au fait que st est fini, on g2%| = 21X|. La notation PdtX)
vient de I'allemand: I'ensemble des parties s’appelle Ridenzmenge” en allemand.
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Exemple: Si A = {Ding, 3, Brr}, alors
Pot(A) = {0, {Ding}, {3}, {Brr}, {Ding, 3}, {Ding, Brr}, {3, Brr}, {Ding, 3, Brr} }.

Définition. Soit A un ensemble. Ensemble des matsir A est 'ensemble

A* = U A",

n>0

L' ensemble des mots non-vides A est I'ensemble

N:Um.

n>1

On adoncd* = AT U {0}.

Exemple: Si A = {a,b,¢,d, ..., z}, alorsA* contient, entre autres, les mots
(t7 07 u? r)? (m? a’? Z'? 87 07 n)? (p7 k? Z? r? f’ a’)? @

Tous ces mots salifappartiennent aussi®.

0.3.4 Ensembles standards

Les ensembles suivants seront souvent utilisés par k suit

N les nombres naturels
No les entiers non négatifs
Z les entiers
Q les nombres rationnels
R les nombres réels
R>o les nombres réels non négatifs
R.q les nombres réels positifs
C les nombres complexes
Rappelons que
N = {1,2,3,....}.
No = {0,1,2,3,....}.
Z = {..,-2,-1,0,1,2, ...},

Q = {4labeZb#0}
Ona NCNycZcQcRCcC.

10
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0.4 RELATIONS ET FONCTIONS

Dans toute cette partiel et B seront des ensembles.
Définition. Unerelation entreA et B est un sous ensemhieC A x B.

SiR C A x A, ondit queR est unaelation surA au lieu de “une relation entré et A”.
Exemple: A = B =N,

R :={(m,n) | m,n € N, mdivisen}
est larelation de divisibile. On a dond3, 12), (4,4) € R, mais(5,9) ¢ R.

Nous avons I'habitude de travailler avec des relationss@autilisant une notation différente.
Par exemple £” est une relation su¥,, mais il est plus pratique d’écrire.“< b” que “(a,b) €
R.", 00 R< :={(m,n) | m,n € Z,m < n}.

Définition. Larelation inversede R est définie par

R':={(b,a) € Bx A (a,b) € R}.

Exemple: La relation inverse de<” ( R< dans I'exemple ci-dessus) est la relatsugerieur ou
egala“>".

Définition. Une relationR est ditesynétriquesi R = R~ .

Exemple: Si P est un ensemble d’hommes, alors “étre le frere de” est elagiaon symeétrique
sur P: Si David est le frere de Georges, alors Georges est auséréede David.

Définition. Unefonction partielleest une relatiod” C A x B qui vérifie
Vac A: |{be B|(a,b) € F}| <1 2)
Unefonctionest une fonction partielle pour laquelle on a égalité dahs

Si F' est une fonction efa,b) € F', alors on écrib = F(a), et on dit queF' envoiea Sur b,
ou aussi qué est I'imagedea par F'.

On utilise parfois la notatiod’: A — B pour dire queF' est une fonction del vers B.
L'ensemble de toutes les fonctions devers B est notéBA.

11
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On remarque que ¢ est une fonctiorf’ : A — B, alors pour chaque € A, il existe exacte-
ment unb € B tel queb = F'(a). Nous avons I'habitude de travailler avec des fonctiongsma
sans les considérer comme des relations. On voit une @nptutdt comme une transformation
a laquelle on donne un élement deet qui nous retourne un élément Be

Exemple: La relation
F={(a,b)]a,beR, b=a’}

est une fonction. La relation
R={(a,b) | a,b € R, b’ =a}

n’est pas une fonction, car g8i< 0, il N’y a pas deb € R tel que(a,b) € R. En fait, R n’est
méme pas une fonction partielle, carasi> 0, il y a deuxvaleurs deb € R pour lesquelles
(a,b) € R. Cependant, la méme relation définie erirg etR-, est une fonction: il est facile
de vérifier que

R = {(a,b) | a,b € Rxg, b*> =a}

a pour chaque € R, exactement une imagec R-,. R’ est la fonction racine carrée.

Définition. Une fonctionF': A — B est ditesurjectivesi pour touth € B, il existea € A tel
queb = F(a).

Exemple: La fonction /' = {(a,b) | a,b € R,b = 2a + 1} est surjective, car pour tout
b € R, il existe una € R dont I'i'mage parF’ estb, a savoira = (b — 1)/2. Par contre,
G = {(a,b) | a,b € R,b = a* + 1} n'est pas surjective. En effet, pobr= —1 il n'y a pas de
a € RtelqueF(a) = b.

Définition. Une fonctionF" est diteinjectivesi F'(a) = F(a’) implique quex = «'.

On remarque qu'une définition équivalente de l'injecévile F' esta # o/ — F(a) #
F(d).

Exemple: La fonctionF = {(a,b) | a,b € R, b = a*} estinjective. En effet, si* = % alors on
aa = b. Par contre(@ = {(a,b) | a,b € R,b = a*} n'est pas injective caf(1) = 1 = G(—1).

SiA={a,...,a,} estfini, alors il peut étre pratique d’exprimér: A — B sous la forme

d’un vecteur. On écrit
(F(al)7 R F(am))

12
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0.5 SPECIFICATION D’UN PROBLEME

Définition. Un probleme computationnekt spécifié de fagon abstraite par un triplet d’ensesnble
P=(I,0,R)

ou [ etO sont des ensembles non videsReC I x O est une relation. On appelld’ ensemble
des inputsO I'ensemble des outputst R la dependance relationnellgelational dependengy

Exemple: Notre premier exemple, le calcul de la somme dgaemiers entiers positifs, peut
étre spécifie comme suit:

I = N
- N
= {(n,m)‘m: k}QIXO.
k

=1

Exemple: Le probleme de Monnaie Optimale a la spécification susant
I = Pot(N) xN
O = N
R = {((al,.-->an;x),(c1,...,cm)) €Ix0 )

m
Vi Cie{al,...,an}/\ZCi:x
i=1

AY(dyy .. dy) €4a1,. .. an} "t

idi:x = m'Zm}

i=1

Rappelons que P4iN) est I'ensemble des sous-ensembles finifidet N* est 'ensemble
des mots non vides ax. (Voir 0.3)

Linput est constitué d'un ensemble de valeurs de pieeemdnnaied = {ay,...,a,} €
Pot(N), et d’'un nombre naturel € N pour lequel nous voulons obtenir la monnaie optimale.

L'output est une suitécy, ..., c,,) € A™ de valeurs de pieces dont la somme vauet telle
guem est minimal parmi toutes les suites qui ont cette proeriét”

Une spécification exacte d’un probleme est déja un pjsuneers la construction et I'analyse
d’un algorithme pour ce probleme. En pratique, une spititin exacte d’'un probléme est sou-
vent plus difficile a trouver qu’elle ne le parait.

13
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0.6 DU PROBLEME A L'ALGORITHME ET SON IMPLEMEN-
TATION

Les étapes typiques dans la construction d’algorithmedarmes leur implémentation pratique sont
les suivantes:

1. Spécification formelle du probleme Souvent, le probleme nous est donné en prose
(francais, anglais, allemand, ...) et la tache est devéoune spécification exacte. Quel
est 'ensemble des inputs possibles, quel est I'ensembleutputs possibles, et quelle est
la dépendance relationnelle entre les deux?

2. Séparation du probleme en morceaux plus petits et plus@rables.Souvent le probleme
est trop grand pour étre attaqué d’un seul coup. Il do& &&paré en sous-problemes plus
petits, qui doivent étre eux-mémes spécifies. De plasmé&chanisme doit étre trouvé
pour “recoller” les solutions des sous-problemes afin tply une solution du probleme
original.

3. Construction d’algorithmes. Pour chaque sous-probleme, un algorithme doit &tre con-
struit pour le résoudre. Souvent en pratique I'une des meuses techniques de construc-
tion d’algorithmes peut étre utilisée a cette fin. Cemamddans certains cas, de nouveaux
algorithmes doivent étre constitués. La constructioi &oe motivée par des contraintes
d’efficacité, et donc des méthodes d’analyse d’algoréhimoivent &tre utilisées. De plus,
tous les algorithmes doivent &tre vérifies et prouvés.

4. Construction de structures de donrees. Les structures de données sont le lien entre
les algorithmes théoriques et leur implémentation geegi Elles sont cruciales pour la
performance d’'un algorithme dans I'implémentation.

5. Impl émentation. Au bout de la route on trouve I'implémentation. Celle-cick&sse dans
le domaine du génie logiciel, qui ne nous concernera pas caoours.

14
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Induction

1.1 CE QUE C’EST ET A QUOI CA SERT

L'induction mathématique est une méthode pour prouvemaffi@mations concernant des ensem-
bles dénombrables. Dans la plupart des cas, cet ensenmblessemble des nombres naturels
N.

Soit A(n) une affirmation pour I'entien.

Exemple: Si A(n) déclare queri* > 2", alors A(3) dit par exemple qued* > 8", ce qui
est vrai, doncA(3) est vraie. D’autre part, on peut trivialement vérifier gdé) n’est pas
vraie. D’autres exemples d’affirmationSn) sont “n est pair”, ou  est un produit de nombres
premiers”.

Si A(n) est vraie pour tout € N, alors I'induction mathématique (aussi appel@eurrencé
est souvent une facon élégante de le prouver.

1.2 TECHNIQUES D’'INDUCTION

1.2.1 Induction simple

Théoreme 1.1Une affirmationA(n) est vraie pour toutr € N si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vraies:

(1) A1)

(2) Pourtoutn > 1: A(n) = A(n+1).

Définition. La technique dhduction simpleconsiste a montrer qué(n) est vraie pour tout
n € N en utilisant le theoreme précédent. Le point (1) s'dipda base d’inductioret le point
(2) le pas d’induction Dans les preuves, nous marquerons les étapes correspesgar Basg
et [Pag respectivement.

15
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Pour effectuer le pas d’'induction, nous supposonsAjue est vraie et montrons alors que
A(n + 1) est aussi vraie. Lhypothés&(n) s’appelle alors hypotlese d’induction

Preuve du théoreme 1.1:La partie “seulement si” est claire. Maintenant, si (1) gtg@nt les
deux vraies, alors pour toute N, on a

A(1),
A(l) = A(2), donc,A(2) est vraie
A(2) = A(3), donc, A(3) est vraie

Aln—1) = A(n), donc,A(n) est vraie
|

Remarque: Il n’est pas nécessaire de commencer 'induction avec1. En utilisant la méme
technique, on peut prouver quin) est vraie pour tout > k (oUk € Z) en démontranti(k)
au lieu deA(1) comme base.

Pour illustrer I'utilité de I'induction simple, nous maohs maintenant que la formule de
sommation de Gaul} est correcte.

Exemple: SoitS(n) = >",_, k. Montrer queS(n) = sn(n + 1).

Soit A(n) I'assertion ‘S(n) =
vraie pour tout: € N.

[Basd S(1) = 1, doncA(1) est vraie.v’

[Pag Supposons quel(n) est vraie pour un certain, c’est a dire supposons qu’'onsdn) =
sn(n + 1). Nous voulons montrer qué(n -+ 1) est vraie:

tn(n+1)". Nous allons montrer pas récurrence qlig:) est

Sn+1) = Sn)+(n+1)
i %n(n+1)+(n+1)

= %(n + 1)(n + 2).

onadoncA(n) = A(n+ 1), et donc par induction, la formule de GauR est vraie pour tout
n € N.

La base d’induction est généralement assez facileldietke calcul trivial dans I'exemple
ci-dessus est relativement typique.
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Remarquons aussi comment le pas d’induction a été prawués écrivons d’abord(n + 1)

en fonction deS(n) etn, et utilisons ensuite I'nypothése d'inducticiin). L'endroit ou est

utilisée I'hypothese d’induction est indiqué par laatidn "2,

Le procédé par récurrence est souvent utilisé pour rapdes assertions concernant le com-
portement de suites. Nous arrivons parfois a deviner umaudie fermée sans disposer d’'une
preuve directe de celle-ci. Dans de tels cas, il est parfossiple de prouver la formule par
récurrence. L'exemple suivant illustre cette technique.

Informellement, undormule fern&e pour une suitgug, u1, . ..) est une formule qui nous
donneu,, en fonction de: sans utiliser de récurrence suni de termes a indices qui dépendent
n n
den (comme)_ "  ou[[" ).

Par exemple:,, = 2" etu,, = n + log n sont des formules fermées, alors que= >_" , *
ouu, = u,_1 + u,_o nNe sont pas des formules fermées.
. 7 _ n n
Exemple: Trouver une formule fermée pour la suitén) = >, _, (k)

Rappel Le coefficient binomia(Z) est défini comme suit:

(1) =5

Nous commencons par deviner une formule ferméé&ie). Pour ce faire, nous regardons ce
qui se passe quandest petit:

1 B(0)=1
1 1 B(1) =2
1 2 1 B(2) =4
13 3 1 B(3) =8
1 4 6 41 B(4) = 16
1 5 10 10 5 1 B(5) = 32

Nous devinons donc que(n) = 2". Il faut le prouver, et pour ce faire, nous utilisons I'indioo.
Dans la preuve, nous aurons besoin de I'identité suivante:

()= ()

Affirmation : Soit A(n) I'affirmation
~ n
= 2"
(1)
k=0

Nous aimerions montrer qué(n) est vraie pour tout > 1.
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laboratoire d'algorithmique
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

[Basdn=1:>, ,(})=1+1=2=2".

Pag (") = ()
+ +
") =0+ )
+ +
GO M + )

- -

+ +

(") = () +

+

()

Bn+1) = 2-B(n)

Preuve en langage mathématique:

n+1
1
Bin+1) = (";‘)
_'_
0

18
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1.2.2 Induction descendante

Une autre variante d’'induction estritluction descendanteécrite dans le theoreme 1.2. Nous
I'utiliserons plus tard pour prouver I'inégalité entr@yenne arithmétique et moyenne géomeétrique
(arithmetic-geometric-mean, AGM

Théoreme 1.2 Une affirmationA(n) est vraie pour tout € N si et seulement si

1. A(n) est vraie pour une infiritden, et

2. OnaA(n) = A(n — 1) pour toutn > 2.

Intuitivement, ce theoreme est vrai par le raisonnemeinaati Fixons unn pour lequel nous
aimerions établirA(n). Choisissons ensuite un> n tel queA(u) soit vraie (ce qui est toujours
possible, car nous savons gdeest vraie sur un ensemble infini, par (1)). Nous itérons ieasu
en utilisant (2):A(u) = A(u—1),A(u—1) = A(u—-2),...,A(n+1) = A(n). Nous
prouvons maintenant ce theéoreme formellement:

Preuve. La partie “seulement si” est claire. Nous regardons donaféig“si”. Supposons que
les points (1) et (2) soient vrais, et montrons qlig:) est vraie pour tout € N. Ecrivons
U = {uy,us,...} (avecu; < uy < ---) I'ensemble infini sur lequell est vraie. Nous allons
montrer les deux affirmations suivantes:

(@) Pourtout, € U ettout0 < k < u, A(u — k) est vraie.

(b) Pourtoutn € N, il existeu € U etk € Ny tel quen = u — k.

Ces deux affirmations réunies impliquent glie:) est vraie pour tout. Nous utilisons I'induction
simple pour montrer (a) et (b).

Preuve de (a). On fixe € U et on procede par induction skir
[Basq k = 0. A(u — k) = A(u), ce qui est vraiv’

[Pag A(u— k) =2 A(u— (k+1)).

Preuve de (b)
[Basg n = 1: Posons: = uq, k = u; — 1:

n=1l=u—k=u —(uy—1). v

[Pag Hypothese d’'inductionn = u,, — k pourunm > 1 etun0 < k < u,,.

Alors

N

n4+1=1uni1 — (Upi1 —Um — 1+ k).
——

~
cU >0 et <um+1
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Exemple: Moyenne arithmétique et moyenne géométrique (AGM):

Théoreme 1.3 Pour des éels arbitraires positifs:, ..., z, ona

n o Titta

An):  (x1---xy)

- -

n

'

~
moy. géométrique moy. arithmétique

Preuve. (Due a Cauchy, utilisant 'induction descendante)

Nous démontrons d’abord qué(2*) est vraie pour tout > 1, ce qui montre quel(n) est
vérifiée pour une infinité de. Ensuite, nous prouverons queAn + 1) est vraie, alorsA(n)
I'est aussi.

Fait 1. A(2%) est vraie pour tout > 1

Preuve: On procede par induction gur

[Basd k =1,
A(2)
()
VIixy < L 42—:152
()
drizey < x% + 27129 + x%
()
0 S (Il - I2)2.

Laderniere ligne est clairement vraie, donc comme toetesmEgalites ci-dessus sont équivalentes,
on en déduit quel(2) doit étre vraie.

[Pag Soitn = 2*. Supposons qué(n) est vraie. Nous devons montrer qu'alot§2“*!) est
vraie, i.e., qued(2n) est vraie:
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Ty + -+ Top
2n )

Donc par inductionA(2¥) est vraie pour tout > 1.

Fait2: A(n+1) = A(n)
Preuve: Soity, ...z, € R.,donné. Posons

5 = u (1.1)

Alors z € R+, et:

1 A("<+1) T+t T+ 2

- n+1
@ n-z2+z
n+1
7
Ty Xy 2 < 2t
)
(0 -z < .= DO
n

Le fait que A(n) est vraie pour toutr € N suit des faits 1 et 2 par induction descendante
(théoreme 1.2). [

1.2.3 Induction Forte

Rappelons que pour l'induction simple, le pas d’'inductionsistait a montrer que
An) = A(n+1).

Nous verrons maintenant gu’en fait, I'induction se faitjtaus si I'on utilise I'nypothése d’'induction
plus forte A(1) A --- A A(n) pour montrerA(n + 1). Cette variante d’'induction s’appelle
I'induction forte
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Nous illustrerons l'utilisation de I'induction forte dames paragraphe 1.3.1 en montrant la
formule d’Euler pour les arbres.

Théoreme 1.4 L'affirmation A(n) est vraie pour tout € N si et seulement si
(1) A(1) estvraie,

(2) pourtoutn e N, A(1) A---ANA(n) = A(n+1).

La preuve est tres similaire a celle du théoreme 1.1p8spns que (1) et (2) sont les deux
vraies, alors pour n'importe quele N on a

A(1) par hypothese.
A(l) = A(2) Donc,A(2) estvraie, et ainsi aussi(1) A A(2).
A1) NA(2) = A(3) Donc,A(3) est vraie, et ainsi aussi(1) A A(2) A A(3).

A(L)AN---NA(n—1) => A(n)

Passons maintenant aux exemples.

1.3 EXEMPLES

1.3.1 La formule d’Euler pour les arbres
Nous commencons par introduire quelques notions de batb&dee des graphes.

Définition. Un grapheest un ensemble fifli de sommetgvertice3 muni d’une relation® C
V x V, appelée I'ensemble dfetes(edge’.

Nous représentons les élementsifipar des nceuds, et les arétes par des segments orienté.
On a donc un segment orienté eniretb si et seulement sz, b) € E. Dans ce cas nous dirons
quea estrelié (joined) ab.

Définition. Le graphe eshon-oriené (undirected si £ est symmeétrique.

Dans le cas d’'un graphe non-orienté, un sommest lié a un somméit si et seulement
sib est lié aa. Il est donc commun de représenter un tel graph avec un ersggment (sans
direction) lianta etb, sans les doubles fleches liana b etb aa.

Exemple:
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Un graphe non-orienté

Définition. Unechdne (path) dans un graphe est une suite de sommets distincts qui $i@st re
par des arétes. Ugycledans le graphe est une chaine fermée.

Une chaine Un cycle

Définition. Un graphe est diacyclique(acyclig s'il ne continent pas de cycles. On dit que le
graphe estonnexgconnectejisi tout paire de sommets est reliée par une chaine.

\/

Un graphe acyclique et connexe

Définition. Un graphe acyclique et connexe s’appelleaubre (tree).

23
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Théoreme 1.5 (La formule d’Euler pour les arbres) SiT est un arbre dex sommets, alor§’
pos®den — 1 arétes.

Preuve. Nous procedons par induction forte sur le nombre de somm@&sit A(n) I'affirmation
“si T'est un arbre sut sommets, alor$’ an — 1 arétes”.

[Basd n = 1: Sil'arbreT n’a qu'un seul sommet alors il ne peut avoir aucune arétecDig1)
est vraie.v’

[Pag Supposonsi (k) vraie pour toul < k& < n. Soit7T" un arbre sun+1 sommets. Choisissons
une aréte dansi’ et enlevons-la. CommiE est connexe et acyclique, enlevdransformel” en
deux sous-arbres dg etn, sommets respectivement, avectes< n + 1 etn; +ny =n + 1.

L'hypothése d’induction permet maintenant de conclure ges sous-arbres ont respective-
mentn; — 1 etny, — 1 arétes. Et le nombre total d’arétes’'fest donc

18" sous-arbre  2®Mesous-arbre  Aréte enlevée

—~ —~ ~ =
n—1 4+ ny,—1 + 1 =n.
Donc A(n + 1) est vraie. Le résultat suit par induction forte. |

1.3.2 Ensemble Indépendant de I'Hypercube

SoitG un graphe non-orienté d’ensemble de somrivets d’ensemble d’arétels C V' x V. Un
ensemble ingépendante G est un ensemble de sommets tel qu’aucune paire de sommsts n’e
reliée.

Un ensemble indépendant

Le n-hypercube est le graphe d’ensemble de somftefs}” dans lequel deux sommets sont
reliés si et seulement siles vecteurs correspondanéseliff en exactement une coordonnée. (p.e.
(0,0,1) estrelié &0, 0,0) mais pas 41, 1,1)).

Exemple: Soitn = 2. L'ensemble de sommets dst= {0, 1}* = {(0,0), (0, 1), (1

,0), (1, 1)}
L'ensemble d'arétes est = {[(0,0),(0,1)],[(0,1), (1,1)],[(1,1),(1,0)],[(1,0), (0

0]} Si
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nous dessinons ces sommets dans un espace euclidien desidimdaux, nous voyons que
le 2-hypercube est un carré.

Similairement, le3-hypercube est le cube de dimension trois, et-leypercube nous dit a
guoi ressemblerait un cube si nous vivions dans un espaceng@sion..

Une représentation dithypercube

Donc, un ensemble indépendant dans I'hypercube est uresmasnbleS C {0, 1}" pour
lequel deux vecteur distincts 2’ € S different en au moins deux positions.

Nous pouvons encore utiliser I'induction simple pour preule fait suivant concernant les
n-hypercubes:

Proposition 1 Le n-hypercube pogsie un ensemble iegendant de tailleé” .

Preuve. Nous prouverons méme une affirmation plus fortenkleypercube possede un ensem-
ble indépendant de taill'~! dont le complément dar{$), 1}" est aussi indépendant.
[Basq n = 2.V = {(0,0),(0,1), (L,0), (1, 1)}.

L'ensemble{ (0, 0), (1,1)} estun ensemble indépendant de tailte 22~ et son complément
{(0,1),(1,0)} en est aussi un/

[Pag SoitV C {0, 1}" un ensemble indépendant de tailfe*, et soiti¥” son complément (aussi
de taille2"1))

SoitU = {(z,0) | z € V} U {(y,1) | y € W} C {0,1}""!. (Rappel:LU dénote I'union
disjointe.)

Nous montrons qué/ est un ensemble convenable. Remarquons d’abord que céaitem
|U| = |V| + |W]| = 2™. Il faut maintenant montrer que deux points distinctdddifferent en
au moins deux coordonées. Pour deux points de la fgnm@) et (y, 1), il suffit de voir que
x # y. Ceci est vrai, parce que € V ety € W et queV et W sont disjoints. Les points
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de la forme(z, 0) et (2',0) different en au moins deux coordonnées par hypothésdutition,
commez, 2’ € V, ouV est un ensemble indépendant. Il en va de méme pouy et (', 1).

Finalement, pour completer le pas d’induction nous devoostrar que le complément de
U est aussi un ensemble indépendant. Puigque {(z,0) | x € V} U{(y,1) | y € W}, son
complément va consister en

e les elements de la forme:,0) otz € {0,1}" etx ¢ V, c’est a dire(z,0) oux € W
puisquelV est le complément d& dans{0, 1}".

e les elements de la formg,0) ouy € {0,1}" etx ¢ W, c’est a dire(y,0) ouy € V
puisqueV est le complément dé” dans{0, 1}".

Le complément d&/ dans{0, 1}" est donc égal & {(z,0) | z € W} U{(y,1) |y e V}.
On peut donc utiliser la méme méthode qu’au dessus poutrerajuel/ est indépendant.

Voici quelques exemples d’ensembles indépendanislaypercube poun = 1,2, 3, 4:
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1.3.3 Le Lemme de Schwartz-Zippel

Soit f(x, ..., x,) un polyndme em variables suiR:

f(xly--'yxn): Z a/il 7777 inl'il...x;n.

Le degede f(xy,...,x,) est définicomme suit:
deg(f) :=max(iy + -+ +in | iy, i, #0).
Par exemple, le degré de?x] est7, et le degré déz3z; + xx25 ests.

Théoreme 1.6 (Le Lemme de Schwartz-Zippel)Soit f(x1,...,z,) un polyrdome enn vari-
ables suiR, et soitD C R un sous-ensemble fini. Sdit= deg(f). Définissons encore

Z ={(ay,...,a,) € D" | f(ay,...,a,) = 0}.
Alors,
|Z] < d|D["™

Ce théoreme est utilisé pour I'analyse de nombreux dlgoes algébriques aléatoires.

Preuve. Nous le prouvons par induction sur le nombre de variables
[Basd n = 1.

Soit f(x1) un polyndme de degrésurR. f est un polyndme en une variable (comme: 1).
Nous savons par liéoreme fondamental de I'aritetiqueque f (1) a au plus/ racines dang.
Donc pour n'importe quel sous-ensembleC R, le nombre de racines € D peut &tre au plus
d.

[Pag Nous supposons que l'assertion est vraie powt nous la montrons pour + 1. Soit
f(z1,...,z,11) un polyndme em + 1 variables. Nous avons

k
f(xla .- '7‘7;71—1—1) - Z‘er_le(xla s 7xn)
£=0

pour unk > 0, etQy(zy, ..., x,) # 0.
Remarquons qu’'on éeg(Qx (1, ..., z,)) < d — k.

1¥'cas k=0, i.e., f ne dépend pas dg, ;. f peut étre donc considéré comme polyndme.en
variables (auquel s’applique I'hypothese d’inductioflors

|Z| < |{(a1>"-a&n)€Dn‘f(gl""7an’0)zo}‘.|D|
A(n) »
< d-|D["-|D|
— d-|D"
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2¢Me cas k> 0.
My
1z < T{(al,...,an) e D" | Qrlar,...,an) = O}T‘D‘ +

‘{(alu - '7an+1> S Dn+1 | Qk(alw .- 7an) 7é 0A
f(&h .. '7an+1) = O}|

)
< My DI+ k- (D" = M)

< M- |Dl+k-|D]"

(d—k)-|DI""-|D|+ k- |DI"

— d-|D"
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2
Analyse d'Algorithmes

2.1 POURQUOI ANALYSER DES ALGORITHMES?

L'analyse d’algorithmes est essentielle dans la compamaile differents algorithmes pour des
problemes computationnels; elle nous fournit un outil pdéterminer le meilleur algorithme
pour nos besoins.

Dans l'analyse d’un algorithme nous essayons de calcideessources dont il aurait besoin.
De telles ressources peuvent étre, par exemple, I'utdisa&CPU, mémoire, temps d’acces, etc.
Comme le nombre de facteurs qui interviennent est souvestgrand, il est en général tres
difficile de calculer exactement les ressources utilis@esse contente souvent de les estimer.

Dans ce chapitre, nous apprendrons des techniques poutetabtl estimer la quantité de
ressources utilisées par un algorithme.

2.2 EXEMPLE: MULTIPLICATION DE POLYNOMES

La multiplication de polyndmes est I'un des problemesuektoires principaux de I'algebre
computationelledomputational algebrpget du traitement du signal.

On rappelle qu’un polyndme siit de degrél est une expression de la forme

px)=ay+a-x+ay-2*+... +ag-z°

avecay,...,aq € Retay # 0.

Les valeursig, a4, . . ., aq S'appellent lecoefficientsdu polyndme. Un polyndme peut étre
défini entierement par ses coefficientspSir) etp,(x) sont des polyndmes dont les degrés sont
respectivement; etd,, alors leur produit est un polyndme de dedtér d-.
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Probleme: Multiplication de polyndmes
InpUt: (&Oa&b"'>an71)>(bOab1>"'>bn71) € R"
Output: (co,C1y- .., Con_g) € R*™ 2 tel que
2n—2 n—1 n—1
Tt = apx” - b’
1=0 k=0 j=0
Les valeursig, ay, ..., a,_1 €tby, by, ..., b, 1 sontles coefficients des polyndmes d’entrée,
etles valeursy, ¢y, . . ., ca,_o SONt les coefficients de leur produit. Remarquons qu’eniptiaint

deux polyndbmes de degré— 1, on obtient un polyndme de degté — 2.

Si nous voulons multiplier deux polyndmes, nous pouvongpt@ment multiplier chaque
terme du premier polyndme par chaque terme du deuxienyauole et combiner les termes de
méme exposant.

Nous voulons compter lrombre d’ojgrations arithnétiques(c’est-a-dire d’additions et de
multiplications de nombres réels) dont a besoin I'aldomie naif, qui effectue le calcul

min(z,n—1)

C; = E CLj . bi—j

j=max(0,i+1—n)
pour touti = 0,1, ...,2n — 2.

Comptons le nombre d’additions et de multiplications agtleétape.

co = apxby 1+0

T = &0Xb1+&1Xbo 241
Cno = QpXby_ot - 4a,_oxby n—14+n-—2
Cnm1 = AoXby_1+ - +anp_1xby n+n-—1

Cn = @1 Xby_1+---+a,_1xb n—14+n-—2

Con—3 = Qp_1Xbp_ota,_oxXb,_q 2+1

Con—z = Gp_1Xby_y 140

L'algorithme utilise

— —1
n+22/€ = QMJrn
k=1
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multiplications, et

n—1+22k - 2 5 +n—1
k=0

additions.

En additionnant ces nombres, nous obtenons le nombre tog#rdtions arithmétiques, qui
vautn® + (n — 1)

Nous disons que I'algorithme utiliske I'ordre den? opérations.

La notation dordre supprime les constantes multiplicatives et donne une txrperieure au
nombre d’opérations. Nous étudierons cette notatios piudétail dans ce chapitre.

2.3 EXEMPLE: MULTIPLICATION DE MATRICES

Probleme: Multiplication de matrices
Input: A= (aij) S RHXH,B = (b”) e R»xn
Output: C=(¢;) eR™™ ouC=A-B

La multiplication de matrices est un des problemes prianaipen algebre linéaire. On peut
montrer que de nombreux problémes calculatoires en edeteaire (résoudre des systemes
d’équations, inversion de matrices, calcul de déterntisaetc.) se réduisent a la multiplication
de matrices.

Si A = (a;;) et B = (b;;) sont les deux des matricesx n, alors le produit matriciel
C := A - B estune matrice x n, avec les composantes

n
Cij = E aikbkj
k=1

pour toutl <i,5 <n.
Nous aimerions analyser I'algorithme naif en comptantimbre d’additions et de multipli-
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laboratoire d'algorithmique
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

cations (de nombres réels) a chaque pas.

ci1 = apxbitapxXbo+ - - a1, Xbyy
cl2 = a1 xXbiatajaxXbat - 4ai, Xbpo
Cij = @i XbijtaipXbaj+ - +ain X by,
Chn — Q1 X b1n+an2 X b2n+ cr o Qpp X bnn

L'algorithme utilise

multiplications, et

additions.

Au total, cet algorithme effectue don€ + n? -

7)/2

n

n*-(n—1)

(n — 1) opérations.

I'algorithme utilisede I'ordre den?® opérations arithmétiques.

Nous disons que

La notation d’ordre supprime les constantes et donne lasaiace approximative. L'idée est
de ne considérer que les termes principaux (dans ce’¢at de supprimer le reste, qui devient

insignifiant quandh est grand.

n 10001ogy(n) | 200y/n | 50n | 10n? 2n3 2"

2 1000 282.84 | 100 |40 16 1/8

4 2000 400 200 | 160 128 1/2

8 3000 565.69 | 400 | 640 1024 8

16 | 4000 800 800 | 2560 8192 2048
325000 1131.37 | 1600 | 10240 65536 134217728
64 | 6000 1600 | 3200 | 40960 524288 Grand
128 | 7000 2262.74 | 6400 | 163840 | 4194304 | GRAND
256 | 8000 3200 | 12800 | 655360 | 33554432 | énorme
512 | 9000 4500.25 | 25600 | 2621440 | 268435456 | ENORME
1024 | 10000 6400 | 51200 | 10485760 | GRAND |- - -

2.4 LA NOTATION *“O”

Nous aimerions mesurer des fonctions de maniere apprtéixanaelon leur croissance. Ceci

nous permettra d’avoir une premiere impression du tempgsadgeours d’un algorithme. Nous

obtiendrons ainsi une caractérisation simple de son effeggpermettant de comparer différents
types d’algorithmes.

Dans ce qui suit, toutes les fonctions sontNeersR- .
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Définition. Pour deux fonctiong et g nous dirons qu¢ = O(g) Si
de>03ng>0Yn>ng:  f(n) <cg(n).

Alors* f croit au plus aussi vite qug’. O se prononce “grand O”.

Exemple: Toute fonction est de I'ordre d’elle-mé&me, on a par exempte O(n) et de maniere
généralef(n) = O(f(n)) pour toute fonctionf(n). En effet, on peut prendre= 1 etn, = 1
dans la définition ci-dessus puisgue > 1onaf(n) < 1- f(n).

Exemple: Les constantes multiplicatives ne jouent pas de r8le:= O(10n), et de maniére
générale, pour toute fonctiof{n) et pour touia, b € R., on a:

a- f(n)=0(b- f(n))
On peut obtenir ce résultat en prenant= ; etny, = 1 dans la définition ci-dessus, puisque
Vn>1onaa- f(n) <¢-b-f(n).

Exemple: On an? = O(n?). En effet, en prenant= 1 etny = 1 ci-dessus, on voit quén > 1
onan? <1-n3.

Exemple: On a1000n = O(n?). En effet, en prenant= 1000 etn, = 1 ci-dessus, on voit que
Vn > 1 0nal000n < 1000 - n?.

Exemple: On an + 100 = O(n?). On prendc = 1 etny = 11 ci-dessus, on voit quen > 11
onan+ 100 < 1-n2

Exemple: On a:

o n = 0(1000n)

e 1000n = O(n)

e logn = O(logn)

e logn = O((logn)?)

e n2=0(n?)

e an® = O(bn®) pour tousa, b € R+

e n=0(100n* — 14n + 2)
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e 1000 - n'%% = O(2")
e 100 -log(n) = O(n)

e log(n) +3+n?=0(n?)

e 1=0(n)
e 2003 =0(1)
° % =0(1)

Sip(n) est un polyndme de degré d, alorsp(n) = O(n?)

Sip(n) estun polyndme, et > 1 alorsp(n) = O(a™)

Définition. Pour des fonctiong et g nous écrivong = o(g) si

Alors,“ f croit plus lentement qug’ . On peut aussi dire quef devient insignifiante par rapport
a g lorsquen tend vers l'infini”. 0 so prononce “petit 0.

Exemple: n = o(n?), en effeton a

. n . 1
lim — = lim — =0.
n—oo N2 n—oo N

Remarquons que $i= o(g), alorsonaausgi = O(g). n = o(n?) dans I'exemple ci-dessus,
donc on a aussi = O(n?).

Définition. Pour des fonctiong et ¢ nous disons que

o f=Q(g)sig=0(f), et
o f=10(g)sif=0(g)etf=Q(g).

Donc, sif = 6(g) alors” f etg ont le néme ordre de magnitude”

Exemple: On a:
e n’ = Q(nd)
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e 100n = 0(10n3)

e 1+ n+10n% = o(n?)

1 +n+ 10n* # o(n?)

1 +n+10n* = O(n?)

1 +n+10n* = 0(n?)

o !0 = 5(1.001")

Sip(n) est un polyndme de degré d alorsp(n) = o(n?).

Sip(n) est un polyndme de degialorsp(n) # o(n?).

Si p(n) est un polyndme de degdalorsp(n) = 0(n?).

Dans ce langage nous disons que la multiplication naiveoigmpmes est un algorithme
O(n?), ou encore que c’est un algorithme avec un temps de parury. La multiplication
naive de matrices est un algorithi®én?), ou un algorithme avec temps de parcoO(s?).

Peut-on faire mieux?

Oui. Nous allons introduire puis analyser des algorithnhes gapides pour ces deux problemes.

2.5 L’ALGORITHME DE KARATSUBA

Supposons que nous aimerions multiplgr) = 37" " a,2% etg(z) = 327" bz’ aussi rapi-
dement que possible. Nous pouvons écfife) et g(x) comme suit.

f(x) - (ao Tar et a”—lxn_l) - (an + a1+ + a2n_1$n_1)
—:folz) o

g(x) - <bo bt b”—lxnil) +a - (bn + bn+1$ + -+ bzn—1$n71) .
:f;()’(m) :;;lr(m)

Remarquons que les polyndmgsz) et f1(x) respectivemenyy(x) etg;(x) n'ont que la moitié
de taille (degré) def(x) respectivemeng(x). Lidée sous-jacente a I'algorithme de Karatsuba
est d’opérer sur les polyndmes plus pefitsr) et g;(x), ou les calculs peuvent étre effectués
plus rapidement.

Considérons I'algorithme ci-dessous pour calcyler) - g(z).

Remarquons que les opérations dans les pas 1, 2 et 5 seatr@laes des multiplications de
polyndmes, mais de polyndmes de taillau lieu de2n.
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Algorithme 6 L'Algorithme de Karatsuba
1: ho(x) <« fo(z) - go(z).
ha(x) — fi(2) - g1 ().

u(x) — fo(z) + fi(2)

0(2) — go(x) + o (2)

A(z) «— u(z) - v(x).

hi(z) «— A(z) — ho(x) — ha(x).

h(z) « ho(z) + 2"h1(z) + 2*"hy(z).
return h(z)

NI RWN

Nous montrons d’abord que le polyndragr) calculé est en effet le produfi(x) - g(x). Pour
le voir, on calcule la valeur de(x). Pour améliorer la lisibilité, nous écrivohsau lieu deh(x),
etc.:

h = 2*hy 4+ 2"hy + hy

= 2™ figr + 2" (uv — ho — ha) + fogo

= 2" fig + " [(fo+ J1)(g0 + 91) = fogo — f191] + fogo
(f091:f190)

= 2" figr + 2" (fog1 + f190) + fogo

= (2" f1 + fo)(@"g1 + g0)

=f-9

Ce gue nous aimerions savoir maintenant est, bien sliy,&in avantage a utiliser I'Algorithme

6 au lieu de l'algorithme naif introduit dans la section.2&halysons donc son temps de par-
cours.

Pour multiplier deux polyndémes de degté2n, nous avons besoin demultiplications de
polyndbmes de degré n, 2 additions de polyndmes de degrén et 2 additions de polyndmes
de degré< 2n — 1 et de 2 additions de colitn — 1) (étape 7).

0 n 2n-2
¢ ho(x) ¢ T 31—2
=——=n-1
X109 -1 ¢

inhz(x)

Commencgons par supposer que nous utilisons I'algorithaifele multiplication de polyndmes
dans les étapes 1, 2 et 5 de I'algorithme de Karatsuba. Wi utilisant I'algorithme naif,
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nous avons besoin d€ + (n — 1)? opérations arithmétiques pour multiplier des polynérde
degré< n, le nombre total d’opérations pour multiplier deux paymés de degré 2n utilisant
la méthode de Karatsuba est:
3-*+(n—1D)+2-n+2-2n—1)+2-(n—1)=6n>+2n—1,
tandis que l'algorithme naif nécessite
8n® —dn +1

opérations, ce qui est plus grand par un facteur d’appratisementt /3 sin est grand. Ainsi,
de cette maniere nous obtenons un algorithme qui est idergue I'algorithme naif, mais ceci
seulement par un facteur constant: il s’agit toujours digo@thmeO(n?).

Heureusement, ce n’est pas la fin de I'histoire. Nous pouutihser I'algorithme de Karat-
suba lui-méme dans les pa=2 et 5 pour obtenir un algorithme qui est encore plus performant.
De tels algorithmes, qui font appel a eux-mémes pour aptiohaur tache, s’appellent des algo-
rithmesrécursifs Nous étudierons les algorithmes récursifs encore pludetail.

Analysons maintenant le comportementwtai algorithme de Karatsuba, i.e., de la variante
récursive. Nous définissons les fonctias-), A(-) et7'(-) comme suit:

e M(n): le nombre de multiplications pour multiplier deux polynés de degré&: n.
e A(n): le nombre d’additions / soustractions pour multiplierxipolyndmes de degré n.

e T(n): le nombre total d’opérations arithmétiques pour miikipdeux polyndmes de degré
< n, dans ce cas égal&(n) + M(n).

Nous avons clairement/(1) = 1, A(1) = 0, et nous pouvons calculer les valeurs de

M(-), A(-) etT'(-) pour les puissances de deux en utilisant les récurrenoemses:

M(2n) = 3M(n)

A(2n) = 3A(n)+2n+22n—1)+2(n—1)

= 3A(n)+8n —4,

T(2n) = 3T(n)+8n—4
Par exemple, la formule pout(2n) ci-dessus se trouve comme suit: Le termel(n)” vient
des multiplications récursives dans les étapes 1, 2 etl@lderithme 6. Le terme 2n” vient
des multiplications de polyndémes de degré: dans les étapes 3 et 4. Le term¥2n — 1)”
vient des deux soustractions de polyndmes de degP® — 1 dans I'étape 6. Finalement, le

terme 2(n — 1)” vient des additions dans I'étape 7. (Dans ce dernier tasffit de compter les
additions des parties qui se recouvrent; c.f. I'illustrata la page précédente.)

Comment les fonctiond/(n), A(n) et A(n) + M (n) croissent-elles en fonction d& Nous
apprendrons des techniques pour répondre a ce type dieoquesis tard dans ce chapitre.

Nous pouvons, par contre, déja faire une comparaisorenqoe pour le cas oti est une
puissance de deux. Nous obtenons
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uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Karatsuba Naive
n || Mult. | Add.| Total || Mult. | Add.| Total
2 3 4 7 4 1 5
4 9 24 33 16 9 25
8 27 100 127 64 49 113

16 81 360 441 256 225 481

32 243 | 1204 | 1447| 1024 961 | 1985

64 729 | 3864 | 4593| 4096| 3969| 8065

128 || 2187 | 12100| 14287| 16384 | 16129| 32513

Tandis que poun petit, la multiplication naive semble étre meilleureuawoyons que pour
n > 16, 'algorithme de Karatsuba est plus rapide. (En réal@énultiplication est souvent plus
colteuse que I'addition, et I'algorithme de Karatsubarpatidonc étre meilleure méme pour
desn plus petits).

Nous montrerons plus tard que I'algorithme de Karatsub@ést2:()), ce qui est beaucoup
mieux que I'algorithme naif (n?), commelog,(3) ~ 1.585.

L'utilisation de structures de données adéquates resdi aossible de réaliser ce gain sur
des machines réelles et dans les applications pratigaegexBmple, quelques implémentations
de puces cryptographiques utilisent cet algorithme. Enm8ai de nos jours, des algorithmes
meilleurs sont connus pour la multiplication de polynomedgorithme de Karatsuba s’utilise
souvent dans les logiciels informatiques (par exemple,IR3IR), parce que c’est un algorithme
gui donne une bonne performance en restant relativemela &itnplementer.

2.6 L’ALGORITHME DE STRASSEN

Dans la section précédente, nous avons appris que laphadtion de polyndmes peut étre ef-

fectuée plus rapidement en décomposant les polyndmedseseparties plus petites et en effectu-
ant ensuite les calculs sur ces polyndmes plus petitse Getitégie de division de problemes en
sous-problemes plus petits peut aussi étre appliquéediautres contextes; ce type d’algorithme
s’appelle un algorithmdiviser-pour-€gner(divide-and-conqugr

Dans cette section, nous présentons un algorithme dip@@rrégner pour la multiplication
de matrices.

Supposons que nous aimerions calculer le produit de dewcesat et B,
< C{11 C{12 ) _ ( All A12 ) i ( Bll Bl2 )
CY21 CY22 A21 A22 821 B22
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ouC;;, A;j, B;; sont des matrices x n.

La décomposition en blocs ci-dessus suggere que si nougssions un algorithme perfor-
mant pour la multiplication de matric@sx 2, ceci nous permettrait de construire un algorithme
général (i.e., poun arbitraire) performant de multiplication de matrices efisant la technique
diviser-pour-régner.

Strassen a inventé un tel algorithme pour la multiplicatie matrice® x 2 en 1969. Nous
présentons ici la variante amélioré de Winograd de ¢iethme de Strassen qui nécessite encore
moins d’additions. Les pas sont:

(1) Calculer
S1 = Ag + Ay Ty = By —Bn
Sy = 51— Au Ty = By —T
Sy = Ap — Ay T3 = DBy — By
Sy = Ap— 5 Ty = By -1
(2) Calculer
P = AuBy Py = S3T;
P, = A3By Ps = S4By
Py = STy P, = ATy
Py = 5T,
et
U, = P+ 85 Us = Us+ P
U, = P+ P Us = U+ P
Us = U;+ Ps U, = Usg+ Fs
U, = Us+ P,
(3) Ensuite,
Cn = U, Cn = U,
Cn = Uy, Cy = Us.

Pour multiplier deux matrice3n x 2n, I'algorithme naif utilise8 multiplications et4 ad-
ditions de matrices x n. L'algorithme de Strassen réduit cecanultiplications etl5 addi-
tions/soustractions de matrices< n. (Remarquons que le nombre d’additions de matrices n’est
pas vraiment tres important, puisqu’elle se fait életpam élément, donc ef(n?) tandis que la
multiplication naive es(n?)).

Pour analyser le temps de parcours de I'algorithme de ®maasus introduisons de nouveau
les fonctionsM (), A(+), T'(-):

e M(n): Nombre de multiplications (de réels) pour multiplier deatricesn x n.
e A(n): Nombre d’additions (de réels) pour multiplier des masic x n.

e T(n): Le nombre total d’opérations arithmétiques pour la iplittation de matrices x n.
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Pour les puissances de deux, ces fonctions sont donnéles farmules récursives

M(2n) = T7M(n)
A(2n) = TA(n)+ 15n?
T(2n) = T7T(n)+ 15n%

et les conditions initialed/ (1) = 1, A(1) =0, T'(1) = 1.

Dans la section 2.7 nous apprendrons comment déduire dioresles que I'algorithme
de Strassen egb(n'°e2(")). Lalgorithme de Strassen est donc beaucoup plus perfdrman
I'algorithme naifO(n?), puisquelog,(7) ~ 2.81. Le bon choix de structures de données aide a
réaliser cet avantage en pratique.

2.7 RELATIONS DE RECURRENCE

Théoreme 2.1 SoitT: N — R une fonction telle qu'il existe, ¢, d € R, eta € N avec
(@) T'(n) <T(n+1) pourtoutn > 1 (i.e.T'(-) croit monotonement), et

(b) T'(an) < cT'(n) + dn®.

On a alors

(1) Sia® < ¢, alorsT(n) = O (n'&a(),

(2) Sia® = ¢, alorsT(n) = O (n'°&( - log,(n)).

(3) Sia® > ¢, alorsT(n) = O (n?).

Avant de prouver ce theéoreme, nous l'utilisons pour oiotiexs temps de parcours estimés des
algorithmes de Karatsuba et Strassen.

Corollaire 1 L’algorithme de Karatsuba utilis®(n'°22(®)) opérations.

Preuve.La fonctionT'(n) dénote le nombre d’opérations pour multiplier des polyes de degré
< n. Nous pouvons clairement suppo8é&n) < T'(n + 1), car sin n’est pas une puissance de
deux, nous pouvons résoudre le probleme en remplissaobkfficients dg respectivemeny
plus grand que avec des zéros, jusqu’a la prochaine puissance de delest (it zero-padding).
Donc I'hypothese (a) du theoreme 2.1 est bien vérifiee.

Nous avond'(2n) = 3T'(n) 4+ 8n —4 < 3T'(n) 4+ 8n. Donc, I'hypothése (b) est vérifiee avec
a=2,b=1,c=3, etd = 8. En appliquant le theoreme, nous obtenons le corollaire. N
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Corollaire 2 L'algorithme de Strassen utilise(n'°22(") opérations.

Preuve. Nous avond'(n) < T'(n + 1) pour la méme raison qu’au corollaire précédent. Nous
savons qud’(2n) < 7T(n) + 15n%. Donc nous pouvons appliquer le théoréme avee 2,
b=2,¢c=7,etd = 15. [

Pour pouvoir prouver le theoreme 2.1, nous avons besdia pi@position suivante:
Proposition 2 Soitu € R. Alors pour toutt > 1:

L k siu=1
D= siu#1
=0 uzl

u—1

De plus, siju| < 1, alors

Nous laissons la preuve comme exercice.

Preuve du theoreme 2.1. La preuve consiste eéhétapes:

Etape 1: Nous montrons que pour toit> 1,

Nous montrons ceci par induction stur
[Basd: k= 1. 0OnaT(a) < ¢IT'(1)+d, en utilisant I'hypothése (b) du théoreme awvee 1. v/
[Paq : L'application de la premiere étape suivi de I'hypaslead’induction donne

T(a") < cT(a*) + da™
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Etape 2: nous montrons qu'il existe, 3, v € R., tel que pour tout > 1:
ac” siab < c
T(a*) < { ket sia® = ¢

ya*?  sia® > ¢

1. Sia® < ¢, la Proposition 2 implique que

c 11—

=0 c

pour toutk. En utilisant cette inégalité et I'etape 1, nous obtenon

3.Sia’ > ¢,
k
ctoy ()21 ey
- — < [ =
H(c) €1 ‘<c> <1
——
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Donc nous avons

Etape 3: Preuve du théoréme.

Etant donné:, nous trouvons tel quea* ! < n < a*. Nous aurons alors les trois inégalités
suivantes:

a* < an (2.1)
k < 2log,(n) (2.2)
T(n) <T(n+1) < --- < T(a") (Induction!) (2.3)

Sia® < ¢, alors

T(n) < T(a")
< ack

= Q- (a/k)k)ga(c)

donc,T'(n) = O(n'(9),

Sia? = ¢, alors

T(n) < T(ak)
< Bk

— 6k’(ak)10g“(c)

(25'1) Bek - n'o8a(®)
2.2)
< 2Bc-n'°% log, (n),

d'ot, T'(n) = O(n'°8(%) log, (n)).
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Sia® > ¢, alors

T(n) < T(a")

<"a
2.1)
< an’,
doncT'(n) = O(n®).
Ceci termine la preuve du théoreme. |

2.8 REMARQUES FINALES

En analysant un algorithme il est important:

¢ D’identifier les opérations qui prennent du temps,
e D’analyser combien de telles opérations sont nécessaire

e D’identifier une relation entre cette analyse et les vraiashimes.

Nous avons développé la notati6r{-) pour comparer les algorithmes asymptotiquement, i.e.,
quand le nombre de variables d’input est tres grand. Laioot@(-) ne prend pas en compte les
constantes. Cependant, en pratique elles sont tres iamest

La notationO(-) prédit une certaine performance, mais le comportememntagorithme sur
une vraie machine dépend de nhombreux facteurs dont le degistructures de données.

C’est ce qui nous concernera dans le prochain chapitre.
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Structures de données
élémentaires

Un programme C ou C++ contient d’habitude une partie algoritjue et une partie déclaratoire.
La partie algorithmique(contenue typiquement dans les fichieks) contient proprement des
algorithmes, i.e., une description de comment les dondée®nt étre manipulées. Lzartie
déclaratoire(en C dans les fichiersh) contient les prototypes, lesg/pedef et les déclarations
destruct ures etcl asses. Autrement dit, la partie déclaratoire décrit comniesitmorceaux
d’'informations liés sont organisés, donc &suctures de dorges

Algorithme + Structures de données = Programme

Le bon choix de structures de données est une partie cicia¢ implémentation perfor-
mante d’un algorithme.

Dans ce chapitre nous étudierons quelques structuresrieds €lementaires et quelques
types abstraitsapstract data typgs

3.1 ENSEMBLES DYNAMIQUES

Tres souvent, les algorithmes manipulent des ensemblésrdees. Ces ensembles ne sont pas
statiques, mais peuvent grandir ou diminuer au cours dude@p type d’ensemble est appelé
dynamique

Implémentation typique: Les ensembles dynamiques sgmésentés comme des objets
(structures) dont les membres individuels peuvent éggdotés et manipulés. L'acces aux mem-
bres est donné via un pointeur sur I'objet.

Pour la plupart des ensembles dynamiques, 'un des membreéshjet est laclg, i.e., un
identificateur unique de I'objet. Les autres membres degdbbontiennent d’autres données
d’intérét.

Nous supposerons régulierement que la clé appartiemt ansemble totalement ordonné
(comme par exempl). Un ensemblé& est totalement ordonné par rapport a une relatigsi
pour tousa, b € S, exactement une des trois conditions suivantes est wiaie; b, b <, a ou
a=>b.
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Les opérations sur les ensembles dynamiques appartiearmksux types: les demandes et
les opérations de modification.

e Lesdemandeslonnent de l'information sur les éléements de I'ensemble.

e Lesopeérations de modificationhangent I'ensemble.

EcrivonsS un ensemble dynamique, un objet (élément) qué peut stocker, et la clé
d’'un élément. Les opérations suivantes sur les ensendlyleamiques sont souvent utilisées en
pratique:

Opérations de modification

e | nsert (S, z): Opération de modification qui ajoute I'élémena S

e Del et e( S, z) : Opération de modification qui effacede S si x appartient &.

Demandes

e Sear ch( S, k) : Retourne un pointeur sur un élément S tel quekey|[z| = & si un tel
elément existe, eXULL sinon.

M ni mum( S) : Retourne I'élément avec la clé la plus petite.

Maxi mum( S) : Retourne I'élément avec la clé la plus grande.

Successor ( S, x) : Retourne, pour un élémentdonné, le prochain plus grand élément
danssS, c'est-a-dire I'élément avec la plus petite clé quitgpus grande que celle de
RetourneNULL si = est I'élément maximal.

Predecessor ( 5,z) : C'est I'analogue de la fonctioBuccessor . Retourne pour
donné le prochain plus petit eéléementNULL si x est I'élément minimal.

Le temps nécessaire pour accomplir ces taches est sodeené en fonction de la taille
de I'ensemble. Par exemple, nous serons souvent ing&rgss des structures de données qui
effectuent les opérations ci-dessus en temifisg(n)), oun est la taille de 'ensemble.

3.2 STRUCTURES DES DONNEES DYNAMIQUES ELEMEN-
TAIRES

Dans ce chapitre nous étudierons les stacks, les filesdtatet les listes liees. Ce sont des
types abstraits, c’est-a-dire que leur fonctionalited&sinie mais ils peuvent étre implémentés
(realisés) de differentes fagcons. Nous verrons poaceh de ces trois types une implémentation
(réalisation) qui utilise un tableau (array).
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3.2.1 Stack (ou pile)

Un stackest une structure de données qui permet d“empiler” destsbl intuition est qu'a
chaque fois qu’on ajoute quelgue chose sur une pile, on Iparetessus les objets déja présents.
On ne peut enlever que I'objet le plus haut. Ce principe £dpernier-enté, premier-sorti
(LIFO, Last-in, First-ouj.

L'opération d’ajout d'un objet au stack s’appetieshet I'opération d’enlevement est nommeée
pop. Une troisieme opération indiquant si le stack est vidgoadgois ajoutée.

On peut réaliser (implémenter) un stack avec un tableaay(get un indice qui indique la
premiére position vide (ou alternativement, la dernjggsition occupée).

[llustration :
0O 1 2 3 4 5 6
top[S] =3

Voici un stackS contenantt eléments. Les cases sont des positions dans I'arraynaigl€mentation.
Le stack posséde un attribiip[S] qui est I'indice indiquant la plus haute position occupée.

top[S] =4

L'opérationPop(.S) retourne3 et efface ensuite cet élément fi€i.e. top[S] est diminué de un).

Si on essaye d’effectuer Pop(.S) sur un stackS vide, I'opérationPop retourne un code
indiquant ce fait et on dit alors qu’onstack underflow
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Les algorithmes 7, 8, 9 donnent une réalisation standand stack basé sur un tableau (ar-
ray).

Algorithme 7 St ackl sEnpt y(5)
if top[S] = 0then

2:  return true

3: else

4: return false

5: end if

Algorithme 8 Push(S, z)
1: top[S] « top[S]+1
2. S[top[S]] < =

Algorithme 9 Pop(S)
1: if St ackl senpt y(S) then
return ‘underflow’
else
top[S] «+ top[S]-1
return S[top[S] + 1]
end if

Exemple: Les stacks sont tres souvent utilisés dans la prograroamafiuelques exemples:

e Stack dévaluation d’expression®our pouvoir évaluer des expressions comme
((a+b)*(c+d)+ (exf) (3.1)

on se sert d’'un stack qui stocke les résultats intermédiales programmes qui évaluent
ce type d’expression se servent typiquement d’'un stackpkéssion (3.1) se traduit alors
en la suite d'instructions suivante:

Push(S,a)

Push(S Pop(S) + Pop(S))
Push(S,c)
Push(S,d)
Push(S,Pop(S) + Pop(S))
(
(
(

e)

S,
S,Pop(S) x Pop(S))
S,
S, f)

Push
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Push(S,Pop(S) « Pop(S5))
return Pop(S) + Pop(S)

Pour des valeurs de b, ¢, d, e et f données, la suite ci-dessus retourne alors I'évaluation
de I'expression.

(Certaines calculatrices de la marque HP laissent aisatéur ce pas de traduction, et
prennent comme input directement les opératlussh (la touche “enter”), et les opérateurs.
Cette méthode s’appelleversed polish notatioh

e Stack d’adresse retouiPour stocker I'adresse retour d’'une sous-routine. Untéelksest
utilisé par exemple dans les applications récursives.sogis-routines sont ainsi exécutéees
dans 'ordre de leur ordre d’appel.

e Stack de variable localePour gérer les variables locales dans des programmessifsc

e Stack de paragtres Pour stocker les parametres sur lesquels agit une sotiseo (les
valeurs d’input d’'un programme par exemple).

Remarquons que quasi tous les programmes informatiqupssaist au moins d’un stack:
C’est le stack qui contient & la fois les variables locales,adresses de retour et sur lequel
les arguments pour les sous-routines sont passés. Cessdclussi a stocker des résultats
intermédiaires.

On peut par exemple utiliser un stack pour vérifier les pheses d’une expression:

Probleme: \érification de parentheses

Input: Une expression contenant du texté et [, ], {, }

Output: “correct” ou “incorrect”, selon si toutes les parenthesegrantes
sont ensuite fermées.

Nous utilisons un stack, initialement vide.

La condition “I'élément le plus haut d& ne correspond pasd est définie par:

e '(’correspond a)’
e '[ correspond aJ’

e '{’correspond a}’

Exemple: ((1+ 9) %« 93 — (98)/23 — (43 4 2) est une expression incorrecte, la toute premiére
parenthese n'est pas fermée. L'expressiont- 9) * 93 — (98)/23 — (43 + 2)] est correcte.
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Algorithme 10 VERIFICATIONPARENTHESES

1: while Input pas finido

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

e N R

¢ « prochain caractere
if c="C ou =" ou ¢="{" then
Push(sS, ¢);
end if
if ¢=")" ou ¢="1 ou ="}’ then
if St ackl sEnpt y(S) ou I'élément le plus haut d& ne correspond paséhen
return Incorrect
else
Pop(95);
end if
end if
end while
if St ackl sEnpt y(S) then
return Correct
else
return Incorrect
end if

3.2.2 Files d’attente (Queues)

Les files d’attente sont des ensembles dynamiques qui permhde nouveau d’enlever et d’ajouter
des élements. Cette fois, on ne peut ajouter qu’a la fimlever qu’au début, i.e., si on enleve,
on enleve toujours le plus ancien élement encore dansdaey C’est le princippremier-entg,
premier-sorti(en anglaisfirst-in-first-out, FIFQ. Nous appelons I'opération d’enlevement d’'un
eléementdequeuget celle d’ajouenqueue

Il est de nouveau possible de se servir d'un tableau (array) faliser une file d’attente,

si nous savons que la queue ne dépassera pas une certdgneNaus avons besoin de deux
attributs, a savoir d’un attribut qui indique la prochapuesition libre a la fin de la queue, et un
attribut qui indique la position du plus vieil éléement @gedueue (i.e. la position du prochain
elément a enlever). Nous appellerons ces attributeotisement ai | ethead.

L'idée est maintenant de remplir a chaque fois la positian| si Enqueue est appelé, et

d’ensuite incrementerai | . Sitai | dépasse la fin du tableau, on recommence a la premiere
position. La fonctiorDequeue procede de maniere similaire: Ayant lu la valeur de la fasi
head a retourner, ce compteur est incréementé et remis a Ladépasse la fin du tableau.

Exemple:
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T T

head[Q)] tail[Q)]

Le dessin ci-dessus représente une file d'att@ragec’ éléements aux position@[6..10]. Si
nous faisons les opératioRaqueue(Q@, 17), Enqueue(Q, 3) etEnqueue(Q, 5), nous aurons
alors la situation suivante:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Q35-15698417

tail[Q) head[Q)]

Remarquons qu’apres avoir ajoutg la valeur de ai | est remise a. Si nous faisons ensuite
'opérationDequeue(Q), la valeurl5 est retournée, et la queue se trouve dans I'état suivant:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Q35_698417
T 1

tail[Q)] head[Q)]

Les algorithmes 12 et 13 donnent des réalisations cagidts opératioriShqueue respec-
tivementDequeue pour des queues basées sur un tableau. Remarquons queal€]hea
tail[Q], la queue pourrait étre soit pleine ou soit videuPdifferencier ces deux cas nous posons
headf)]= NULL lorsque la queue est vide. Ainsi l'initialisation est laante:

Algorithme 111 niti ali ze(®)
1: head[)] «— NULL
2: tail[Q] — 1

Les files d’attente sont utilisées quand des taches diddertraitées dans leur ordre d’arrivée.

Exemple: Les queues sont utilisées de maniere visible a l'utdisadans les situations suiv-
antes:
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laboratoire d'algorithmique
laboratoire de mathématiques algarithmiques

Algorithme 12 Enqueue(Q, x)

> B

10:
11:
12:

. if head)]=tail[Q)] then

error 'overflow’

2
3: end if

4: Qtail[Q]] <« =
5:
6:
7
8
9

if head 2] = NULL then
head [)] < tail[Q]

end if
- if taill[Q] = length[Q] then

tail[Q]«+1
else

tail[Q] < tail[Q]+1
end if

Algorithme 13 Dequeue(Q)

10:
11:
12:
13:

2
3
4
5:
6:
7
8
9

if head 2] = NULL then

error 'underflow’

- end if
.z« Q[head)]]

if headf)] = length[Y] then
. headf)] — 1
. else
. head[)] < headp)]+1
- end if

if head[] = tail[Q] then

headf)] < NULL
end if
return x
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e Routers Les taches sont des paquets, il faut déterminer a quétrdée paquet doit &tre
envoyé. On utilise une file d’attente pour traiter les pasjdans I'ordre.

e Appels &lephoniguesQuand on appelle un numéro 0800 en Suisse, I'appel estanis d
une queue en attendant d’étre traité. Dans la situatiealéd les appels sont traités dans
leur ordre d’arrivée.

e Imprimantes Quand on envoie une tache a une imprimante, elle estdastans une file
d’attente.

Les tamponsHufferg sont des types particuliers de files d’attente, contenantiux de
données a traiter. Les interfaces de transmission deédsrutilisent des tampons. Par exemple,
les données a écrire sur un disque dur sont d’abord sésc&ir un tampon.

Il existe des files d’attente qui prennent en compte les ipggrappelées ddges d’attente
avec priorié (Priority Queue$. Cette variante ne nous concernera pas dans ce cours.

3.2.3 Listes liées (Linked lists)

Une liste liée est une fagcon simple et flexible de repriesem ensemble dynamique. Elle permet
d’'implémenter toutes les opérations mentionnées dassdtion 3.1. Il s’agit d’'une structure de

données dans laquelle les objets sont ordonnés de fageaire. L'ordre est donné par des

pointeurs associés a chaque objet.

Il y a plusieurs types de listes liees. Nous regarderonegclistesdoublement Bes Les
eléments de ce type de liste possedent chacun deux prEieev etnext . Le pointeumpr ev
pointe sur le prédécesseur (dans la liste) de I'élépetmext sur le successeur. Br ev(z| =
NULL alorsx est le premier éléemenhéad de la liste, et shext [x] = NULL, alorsz est le
dernier élémenttéil).

Nous avons encore besoin d’'un attrithead[L], qui est un pointeur indiquant le premier
élément de la liste. Pour une listevide, on ahead|] = NULL.

Exemple

prev  next
k

|

head[L] —— 9

®
[ ]
N

®
[ ]
—

C’est une liste doublement li@equi représenté9, 4, 1).

head[ L] —— 5

®
[ ]
(V=]

®
[ ]
S

®
[ ]
—_
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La liste L apréd nsert (L,z), aveckey[z] = 5.

head[L] ——

Ot
®
(]
Ne)
®
([ ]
—_

La liste L apréesDel et e(L, z), aveckey [z] = 4.

Les algorithmes 14, 15 et 16 montrent comment cherchezréngt effacer des objets dans
une liste doublement liée.

Algorithme 14 Sear ch(L, k)
1: x « head[]

while x # NULL et keyfr] # k do
x < nextfzr]

end while

return z

Algorithme 15| nsert (L, x)
1: nextlx] < head[]

prev[z] < NULL

if head[.] # NULL then
previheadl]] < =

end if

headlL] < =

o akrwN

Algorithme 16 Del et e(L, z)
1: if previx] # NULL then
next[prevfr]] < next|x]

else
head[] < next|x]

end if

if nextfz] # NULL then
prev[nextfr]] < previjx]

end if

OO RN

3.3 GRAPHES ET ARBRES

Les graphes sont des structures de données généralesuyeint tre utilisées pour représenter
des dépendances et des relations entre des objets. lldrésrdouvent utilisés en informa-
tique, par exemple pour décrire la structure du hardwaee rélseaux informatiques, des flux de
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données, des systemes paralleles et des structuraschigues (arbres). On rappelle la définition
d’un graphe et des définitions s’y rapportant.

Définition. Un graphe(V, E) est un ensemble fini de sommétset une relation? C V' x V.

Définition.

e Poura,b € V nous disons qul'y a une aete dez ab si(a,b) € E.

Un chemin de longueut est une suite de arétes
(co,c1), (e1,¢2), -, (Cnoay Cao1), (Cnet, Cn).

e Un chemin pour lequel, = ¢, est appelé uoycle

e Un graphe est ditonnexes’il existe un chemin entre etb pour tout(a, b) € V2 tel quea
est different dé.

e Le in-degte d’'un sommeta dans un graphe est le nombre d’arétes qui vont veise.,
{be V| (ba)e€ E}.

e Leout-degéd’'un sommet: est le nombre d’arétes qui sortentde.e.,|{b € V | (a,b) €
E}|.

e Un voisind’'un sommet: d’'un graphe est un autre sommetel quex ety sont liés (i.e.,
ont une aréte en commun).

e Un graphe est dihon-oriené si £ est symétrique.

Dans un graphe non-orienté, le degré d’'un somurett le nombre de sommets adjacents a
a,i.e.,

deg(a) = |{b € E | (a,b) € E}|.

Exemple G etG, sont des graphes non-orientés.

connhexe,

G a un cycle de longueur 3.
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non-connexe;

Ga! sans cycles

On voit queG; a7 sommets el arétes, et qué’, a6 sommets ett arétes. Dansr; le
sommet est de degré, et le sommetv est de degr8.

3.3.1 Représenter des graphes

Comment peut-on représenter des graphes de maniereeftiaas un ordinateur? Nous allons
etudier deux des plus importantes méthodes.

Représentation par une matrice d’adjacence

Considérons un grapl@ = (V, E), ouV = {vy,...,v,}. Lamatrice d'adjacencele G est une
matriceA = (a;j)1<i j<n, t€lle que pour tout et j nous avons;; € {0, 1}, définis comme suit:

S 1, si(v,v;) €E
Y1 0, sinon.

La quantité de mémoire nécessaire&sbits pour des graphes orientés. Pour les graphes non-
orientés, nous avons,; = a;;, €t donc la quantité de mémoire nécessaird @sg + - -- +n =
n(n+1) pits

5 :

Exemple Considérons le graphe orient€ et sa matrice d’adjacence

)

I

pS

I
cooo
e
o~ oo

SO = =

On voit que le nombre dé& dans la matrice d’adjacence est égal au nombre d'arétes lda
graphe.

Remarquons les faits suivants:

e lein-degré de, est2, et il y a2 fois la valeurl dans la2™ colonne deA.
e le out-degré de, estl, etil y al fois la valeurl dans la2™ligne deA.

e le in-degré de; estl.
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e le out-degré de, est0.

En effet, par définition del le nombre dd dans la colonne dd qui correspond au sommet
V est égal au in-degré dé, et le nombre dd dans la ligne qui correspondla est égal au
out-degré dé/.
Avantages

e Représentation simple.

e On a un acces efficace, i.e., tester si deux sommets semdié étre rapidement effectué.

Désavantages

e Neécessite beaucoup de mémoif((?)), indépendamment du nombre d’arétes dans le
graphe.

e Statique. Ne permet pas facilement d’agrandir le graphe.

Représentation par des listes d’adjacence

Pour chague sommetc V' nous stockons une liste, de sommets voisins de Par exemple,
en C++ ceci peut étre fait comme suit:

typedef int vertices;

struct List {
vertices val ue;
Li st * next;

I

Li st graph[n];

Ainsi, le graphe est représenté comme un tableau (aresigteés d’adjacence. Il'y a une liste
par sommet du graphe dans laquelle sont stockés tous ses voisins.

Exemple Le graphe’ de I'exemple précédent peut étre représenté par lisges suivantes:
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o——— | 2 | o——| 4

—— | 4

En effet, il y a deux arétes qui partentdg I'une versu, et l'autre versy,, et les éléments de la
premiéere liste (qui correspondvg) sont done et4.

La deuxieme liste correspondva qui a le seul voisin,. Donc4 est le seul élément de la
deuxieme liste. Aucune aréte ne partidela quatrieme liste est donc vide.

Remarquons finalement qu’onldistes car le grapheasommets, et ceslistes sont stockées
dans un array.

Avantages:

o Nécessite peu de mémoit¥|V| + |E|).

e On peut dynamiquement adapter le nombre d’arétes.

Désavantages:

e Mémoire utilisée en plus par les pointeurs.

e Peut seulement opérer sur la liste d’adjacence de masiégneentielle (Quoique ceci est
souvent suffisant).

En utilisant une liste d’adjacence au lieu d’un array il astsh possible d’augmenter ou de
diminuer le nombre de sommets du graphe. Néanmoins, dasasdkest impossible d’avoir un
acces aléatoiregndom accegsaux sommets.

3.3.2 Arbres

Les arbres sont I'une des plus importantes structures deégsren informatique. lls sont partic-
ulierement utiles pour la représentation de donh&sirchiquesjui apparaissent dans beaucoup
d’applications. Tres souvent, les arbres forment la bassotltions algorithmiques efficaces de
problemes.

Exemples
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Arbres de décision

Arbres de syntaxe

Arbres de code

Arbres de recherche

Arbres couvrantsspanning trees
Arbres binaires

Arbres AVL

Arbres bicolores

Définition. Un arbre est un graphe qui est connexe et sans cycles.

Nous considérons surtout lagsbres avec racingrooted tree}, c’est-a-dire un arbre avec un
sommet fixé appelé gacine(root).

On a:

Il existe pour toutv € V' exactement un chemin sans répétitions de la racina v.
(Preuve?)

Si le chemin la racine a est de longueur, nous disons que a profondeurr.
Par définition, la racine est 'unique sommet de profondeur

La notion de profondeur induit une structure hiérarchiguel’arbre. Siz est un sommet
de profondeur ety . . ., y4 SOnt ses voisins de profondeus- 1, alors on les appelle les
fils (children) de z, etx s’appelle lepere (paren) desy, ..., yq. Lentier d s'appelle le
degedex et est notéleg(z) (donc le degré de est le nombre de fils de).

Un sommet de degr@éest appelé unteuille

Un sommet de degré 0 est appelé usommet irérieur.

Le maximummax,cy deg(v) s'appelle ledegé de I'arbre.

La hauteurd’un arbre est la plus grande profondeur dans I'arbre.

Pour nous, umceudest la méme chose qu’'un sommet.
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e SiT estun arbre et un sommet d€’, alors lesous-arbrede raciner est I'arbre formé de
tous les déscendants devec les mémes arétes.

Bien que nous avons défini un arbre comme un type particdéegraphe (connexe et sans
cycles), les définitions ci-dessus ne sont pas les méngesaiies pour un graphe (par exemple le
définition de degré). Il est donc important quand on regaes arbres avec racine de s’habituer
a ces définitions.

Exemple: Considérons 'arbre avec racifieci-dessous:

racine

e sommets intérieurs
Yiw You VY3 m Feuilles

On a les faits suivants:

e T ahauteur

e 1 a profondeun

e 11, 12 €tys ont tous profondeu

e v a profondeut

e 1 adegrés

e y; ety; ont degré), ce sont donc des feuilles
e 1, etv ont degré&

e 1 estle pere d@,, y, etys

e vy, Yo €tys sont les fils dex

e 1 etv sont les fils de la racine
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e Laracine est le pére deetv

le degré ddl" est3

La partie grisée est un sous-arbrefdde racinev. Appelons ce sous-arbig.

B a hauteup

B a degrés

En considérant chaque fils de la racine comme racine d’'ure aubre avec racine, nous
pouvons donner une définitimécursived’un arbre avec racine:

Définition. (Arbre avec racine)

1. L’arbre vide (sans sommets) est un arbre avec racine.

2. Sid > 0,T1,...,T; sont des arbres avec racineratst un nouveau sommet, aldrsest
un arbre avec racine.

T1 T2 Td

Remarque: Avec la définition ci-dessus, la notion d’arbre avec ra@ngté étendue et inclut
maintenaut aussi les arbres vides et les sous-arbres vides.

D’habitude, I'ordre des sous-arbres d’un arbre avec raciest pas important. Sil'ordre est
important, on dit que I'arbre estrdonre. Par exemple, les deux arbres suivants

ne sont pas distincts si considérés comme des arbresrdonsies, mais il le sont en tant
qgu’arbres ordonnés.
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3.3.3 Représentation d’arbres

Un arbre est un type particulier de graphe. On peut appliteeemémes techniques pour
représenter des arbres que celles pour représenterajesegr

Cependant la représentation par matrice d’adjacenceesshefficace: I'arbre sur sommets
aseulement—1 arétes, mais la matrice d’adjacence utilix@?) bits. De plus, une ligne entiére
de la matrice doit étre parcourue pour trouver les fils dommet.

Les listes d’adjacence sont mieux adaptés pour rep&saes arbres. Néanmoins, avec cette
représentation, il est difficile de trouver le pere d’'umsoet donné, parce que ceci nous oblige
a parcourir toutes les listes d’adjacence.

Dans cette partie, nous étudierons d’autres possibipit@ir représenter les arbres.

Nous supposerons que I'arbre en question est de dgg@ur und petit). C’est souvent vrai
en pratique. Par exemple, pour les arbres binairesdba &.

Structures de Pointeurs

Comme les listes, les arbres peuvent aussi étre repéssentmunissant chague sommet avec
des pointeurs sur les voisins: chaque sommet est une sgycticord, struct) qui, en plus des
données stockées au sommet, contient aussi des pointgsre pere et tous les fils. Sil'arbre
est de degré& d, alors cette représentation peut étre réalisée en G sulit:

struct node {
int val;
node* parent;
nodex child[d];
b

typedef nodex tree;

Avec cette représentation, un arbre avec racine est dmsmén pointeur vers sa racine.

Exemple Un arbre binaire
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1

N
AN

(Il est important d’avoir une liste doublement liée potreécapable d’accéder aux péeres
directement.)

!

Avantages

e Représentation simple
e Stockage dynamique

e Insertion, effacement, déplacement de sommets ou mérsaudearbres est tres efficace.

Désavantages

e Nécessite plus de mémoire pour les pointeurs.

Arbres comme tableaux (arrays)

Pour chague sommet, on stocke les données et les indicéits(f@yes dans un tableau (array).
Cette méthode est raisonnable seulement si le nombre deetsnade I'arbre n'excede pas un
maximum prédéterminé. Une telle représentation jeéndt implémenté en C++ de la maniére
suivante:
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typedef int tree;

struct node {
int val;
tree left;
tree right;
¥
node t abl e[ MaxNodes+1];

Une valeur d’'indice de-1 correspond a un arbre vide. Ainsi, I'arbre est donné paahleau,
et I'indice de sa racine se trouve dans le tableau.

Avantages

e Acces rapide
e Pas de pointeurs

e |l est possible d’écrouler I'arbre

Désavantages

e Nombre fixe de sommets (structure statique)

e Les opérations au milieu de I'arbre (telles que insertioeflacement) sont plus élaborées
que pour le cas d’arbre basé sur les pointeurs.

Exemple: Arbre d’expression

Considérons I'expression
(—(a-(a+Db))+ (a+Db).

On peut la représenter avec un arbre binaire de la manierage:
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1/+\+2
N \ /N

3*x 4a b5

6a +7

/\

8a b9

Dans cet arbre la racine correspond a l'indice L’arbre peut &tre réalisé par ce tableau
(array):

i | val gauche droite
0| + 1 2
1] — —1 3
2| + 4 5
3| * 6 7
4| a —1 -1
51 b —1 —1
6| a —1 -1
7T+ 8 9
8| a —1 —1
91 b —1 —1

Par exemple, la premiére ligne du tableau nous dit que lagdte sommet d’indic®) a la
valeur+, et que ses deux fils ont les indiceggauche) et (droite). Donc si on veut voir le fils
gauche du sommet on regarde la deuxieéme ligne du table@q(@ice sommet a I'indicE) et
on voit que sa valeur est et que ses fils sont I'arbre vide (qui correspond a l'indice et le
sommet d’indices.

Représentation implicite d’arbres

Les sommets sont stockés dans un array, les arétes siobtiede maniere implicite par la
position des sommets dans l'array. Supposons que l'arlirdeedegréd > 2: La racine se
trouve enA[0]. Six est stocké dansl|i], alors les enfantg,, ..., y,; de x sont stockés dans
Aldi + 1], Aldi + 2],. .., Aldi + d].

Avantage Pas de pointeurs. Utilise peu de mémoire.

Désavantage La mémoire est gaspillée si I'arbre est penché (i.e/,aldes sommets avec des
sous-arbres de tailles differentes). De plus, les oj#rsiau milieu de I'arbre sont compliquées.
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Exemple:

13 14
29 30
61

Nous avons besoin d’'un array avég positions pour pouvoir représenter un arbre non-
équilibré avec seulememn® sommets.

3.3.4 Parcourir des arbres

Une fois les données stockées dans un arbre, nous aire@aonoir I'inspecter pour trouver des
sommets avec des propriétés données ou pour appligeepération a tous les sommets. Pour
ce faire, il est nécessaire d’avoir des méthodes sysigues pour parcourir I'arbre.

Nous considérons ici le cas des arbres binaires ordotinga.trois méthodes de parcours:

e Laméthodereorderconsiste a d’abord parcourir la racine, ensuite le sobgeate gauche,
et finalement le sous-arbre de droite. (Cette définitiomrmoe les deux suivantes, est
récursive: Nous supposons que les sous-arbres gaucheitet sint aussi parcourus en
preorder.)

e Le parcoursnorder parcourt d’abord le sous-arbre de gauche, ensuite la ratieefin le
sous-arbre de droite.

e Parcourir I'arbre empostorderveut dire de d’abord parcourir le sous-arbre de gauche, puis
le sous-arbre de droite, et finalement la racine.

Exemple: Les nombres dans les arbres ci-dessous donnent les ordoascoeirs

1 10 13
AN N N
7 Dn 7 D1 o D1
7\ /N 7 N\ /N 7N\ /N
3 6 12 13 3 6 11 13 3 8§ 10 11
/ \ / \ / N\ / N\ 7/ \ /\
4 57 8 1 35 8 1 24 7
/ \ / \ /\
9 10 7 9 5 6
preorder inorder postorder
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Exemple: Nous représentons ici un arbre par un pointeur sustunuct qui contient comme
attributs un pointeuf ef t et un pointeur i ght sur les sous-arbres de gauche et de droite
respectivement. Un pointed®JLL représente un arbre vide.

L'algorithme récursif 17 effectue un parcours preordeanBcet exemple, inspettéffectue

Algorithme 17 preorder()
Input: Un pointeurt sur la racine a parcourir.
if ¢ 2 NULL then
inspect()
preorder( ef t [¢])
preorder(i ght [t])
end if

I'opération désirée sur le sommet

3.3.5 Résumé de la section 3.3

e Nous avons vu qu’un graphe etait une pdive E') ou V' est un ensemble de sommets et
E C V xV estune relation sur ces sommets. Nous avons vu les notiatsedan, cycle,
connexité, in-degré, out-degré, graphe orienté, lyggapn orienté.

e Nous avons vu deux facons de représenter un graphe sudunataur:

— Par une matrice d’adjacence
— Par une liste d’adjacence

e Nous avons étudié le concept d’arbre avec racine, et lgsnsode profondeur, hauteur,
degré (notion differente que celle d’'un graphe en gélh&ils, pere, feuille.

e Nous avons vu la définition de I'indice d’'un sommet dans unreavec racine.
e Nous avons vu plusieurs fagons de représenter un arbrensardinateur:

— Par une structure de pointeurs
— Sous forme de tableau
— De fagon implicite

e Nous avons vu trois méthodes pour parcourir un arbre @ngireorder, inorder et pos-
torder.
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3.4 STRUCTURES DE DONNEES POUR DES ALGORITHMES
DE RECHERCHE

Le probleme que nous traiterons dans cette section cergstsbuver les éléements dans une base
de données qui satisfont un certain critere (appeléitererde recherche). Par exemple, la base
de données pourrait étre un dictionnaire, dans lequet noulons trouver la définitinon d’'un
mot. Il pourrait aussi s’agir d’'un bottin, ou nous voulonsuver le numéro de téléphone de
guelgu’un (dont nous connaissons le nom). D’autres exesnple

e Une table de symboles (d’'un compilateu_-'Elant donné le nom d’'une variable, trouver les
données correspondantes.

e Numéros de compte

e Données personnelles

Nous supposerons que l'information est déterminée denfamique par une clé. Pour
I'exemple du bottin, la clé est le nom de la personne, eeflds personnes auront, pour nous,
des noms distincts.

Il'y a deux différents types d’algorithmes de recherches dlgorithmes de recherche interne
travaillent sur une base de données qui est en mémoire jRARtcessible. Leslgorithmes de
recherche externeperent sur une base de données dont une partie des d@e&euve sur un
média secondaire.

Par exemple, la méthode de la recherche binaire, commeliawoss vu au chapitre O est
un exemple typique d’'un algorithme de recherche interne.auine exemple important est la
recherche avec les arbres binaires que nous étudieroasdta section plus en détail.

Un algorithme de recherche externe typique est la recherthélisant les arbres Bftreey,
mais ces arbres ne seront pas étudiés dans ce cours.

3.4.1 Arbres binaires de recherche

On peut stocker des données dans un arbre binaire en agsoclaague sommet une entrée de
la base de données. Il est alors possible de retrouver uréeeanrbitraire en faisant un parcours
de l'arbre et en inspectant chague sommet. Mais cette meashéprocéder eg?(n) et donc trés
lente, et en effet I'intérét des arbres est qu'on peutsatilleur structure d’arbre si les entrées
sont stockés de maniére ordonnée.

Arbres de recherche

Définition. Un arbre binaire de recherchest un arbre ordonné binaifemuni d’'une indexation
des sommets': V' — M, ou M est un ensemble ordonné de clés (eld.= Ny) tel que pour
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toutk € V,ona

S(k) > S(¢) sit € sous-arbre gauche de
S(k) < S(r) sir € sous-arbre droit dé.

S(k)
< >

Exemple: L'arbre suivant est un arbre binaire de recherche.

(D
OO
® ® ©

Les opérations que nous aimerions pouvoir effectuer eapaht dans un arbre de recherche
sont:

e Sear ch(x): Trouver la clér ou montrer que: ne se trouve pas dans la base de données.

e I nsert (x): Insérerx dans I'arbre de recherche s'’il n’existe pas encore.

e Del et e(x): Effacerx de I'arbre de recherche giest un membre.

Sur un arbre binaire de recherche, ces algorithmes peetrent€alisés comme suit:

Recherche Gear ch): La recherche est une procédure récursive tres simple.

e S'il s’agit de I'arbre vide, la recherche échouerfe se trouve pas dans I'arbre)
e Sinon on compare avec la clé- de la racine:

— Siz = r, on afini; on a trouvé le sommetcherché.
— Siz < r, on cherche pout dans le sous-arbre de gauche.
— Siz > r, on cherche dans le sous-arbre droite.
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Par exemple, pour chercher la éléans I'arbre exemple ci-dessus, on commence a la racine
et on visite, un apres l'autre, les sommets comme indiguégpfleche:

(D
6(@
® ® ©

Insertion (I nsert): On commence en faisant une rechercherd&i on trouver alors qu'il
est déja dans I'arbre et on ne doit donc plus rien faire.Si® le trouve pas (i.e. la recherche
echoue), I'algorithme se terminera sur une feuille. Appslola clé de cette feuille.

e Siz < b, on ajoute un sommet gauche de cette feuille, et on le murit dé x.

e Sinon, on ajoute un sommet droite a cette feuille, et on laitule la cléx.

Exemple d’insertion: On insere3, 1,4, 7,6, 2, 5 dans un arbre initialement vide.

3
/ N\
3 3 1 4
/ / N\ AN
3 1 1 4 7
3
/ N\
3 3
/ N\ / N\ AN
1" 4 1 4 2
AN AN /
7 2 7 6
/ / /
6 6 5

Effacement ©el et e): On commence comme poBear ch(z). Sila recherche échoue,ne
se trouve pas dans l'arbre et nous n’avons donc plus rieinea f8ix se trouve dans I'arbre, nous
déterminons ainsi sa position.

Nous aimerions enlevar sans perdre la propriété de I'arbre de recherche.

C’est facile siz est une feuille ou st n’a qu’un seul fils, il suffit dans ce cas d’effacer le
sommet correspondant, et de mettre I'unique fils & sa ptacégrbre vide s’il en a pas).

[llustration :
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a

/

T

/

/a
Yy
A
/! a
:C\ y/
A A

Dans le cas général, sia deux fils, effacer est plus difficiléEcrivons? |a racine du sous-
arbre gauche de etr la racine du sous-arbre droite.

Soity le sommet qu’on trouve en commencan?et en passant toujours au sous-arbre droite
jusqu’a ce gu’il n’y en a plus.

T

E / \T
Alors, commey se trouve dans le sous-arbre gauche deous avong < z. D’autre party

est le plus grand élément du sous-arbre gauche(deurquoi ?). Ayant trouvg, nous pouvons
effacerz comme suit:

Del et e(z): Remplacer: pary, et remplacey par son sous arbre de gauche.

En procédant de cette maniere la propriété de I'arbredeerche est préservée, comime y <
r’ pour n'importe quel sommet du sous-arbre de droite.

Analyse du temps de parcours Les temps de parcours des opérations considéréessisle
dépendent de la forme de I'arbre de recherche et de la positi sommet en question.

Dans le pire des cas, les temps de parcours sont proporsoatehauteurde I'arbre. La
hauteur d’un arbre binaire avé¢ sommets est entrdog,(N)| et N — 1. Donc, le colt des
opérations esb (V) dans le pire des cas.
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En ce sens, les arbres de recherche sont tres similaies strdictures de données beaucoup
plus simples telles que par exemple un tableau avec la @oheaéquentielle: cette derniére
structure permet aussi d’effectuer toutes ces opératinag V).

N’aurions-nous donc rien gagné par rapport a des strestde données bien plus simples
(telles qu’une liste liee avec recherche séquentiellk} réponse est qu’en pratique on ne
s'intéresse pas seulement au comportement dans le pireadesnais aussi au comportement
en moyenne. Nous verrons maintenant qu’en moyenne, lessaglbrrecherche se comportent en
fait bien mieux que par exemple une liste liée pour cesaifBrs.

De quoi devrions-nous prendre la moyenne?

Analyse de 'arbre aleatoire. Nous supposons que |88 facons d’ordonnelN clés ont toutes la
méme probabilité et nous considérons I'arbre de ret¢teeobtenu en insérantles cle, ..., N
dans un ordre aléatoire dans un arbre vide. Nous prenordaamyenne sur tous I1€€! arbres
de recherche correspondant aux ordres possibles des clés.

Par exemple, st est la permutatio@fg’), I'arbre de recherche correspondant est

Soit B = (V, E) un arbre de recherche de sommets .., vy et de clés correspondantes
1,2,..., N. Nous définissons

Ap = #Recherches pour trouvér

(profondeufvy) + 1).

—_

Soit Sy I'ensemble de toutes les permutations 8usommets, et pour € Sy soit B(r)
I'arbre de recherche correspondant. Alors

1
EN = ﬁ Z AB(ﬂ)

TESN

estla moyenne du nombre total de recherches dans un aghteie¢’de recherche. Est-il possible
de trouver une formule plus explicite poby ?

Pour £y, E;, nous avons

Nous aimerions trouver une formule inductive pduyg. Lillustration d’'un arbre binaire de
racinek suivante nous donne une idée:
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uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Notons pour le momenEy ; la moyenne du nombre total de recherches dans un arbre de
recherche de racine Nous avons

Eny=N+E,_ 1+ En_,

et donc, comme tout sommét € {1,..., N} a méme probabilité d’étre racine d'un arbre
aléatoire de rechercheM sommets,

N
1
Exn = ~ (Z N+ By + EN_k>

k=1
1 N—-1 1 N—-1
vy () (A
N k=0 N k=0
2N—l
=N+ — E
+N; k

PourN + 1, la formule ci-dessus se réécrit

)
Exii=(N+1)+-——N"E,.
v = (N4 )+N+1; b
Donc
N
(N+1)Exy = (N+1°+2) Ey
k=1
N—-1
NEy = N2+22Ek
k=1

— (N+1)Exi1— NEy = 2N +1+42Ey

Cette derniere équation nous donne la formule récussixante:

E0:0

E, =1
N+2 2N +1

EN+1:

Nr1 NN
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Ecrivons

11 1
Hy =14+ -+.. . +—
vimld gttt

le N®™nombre harmoniqueNous avons alors
Ex=2-(N+1)-Hy—3N.

Or, pourH y nous disposons de I'approximation suivante:

1 1
HNZIDN—F’V—Fﬁ—FO(m)

(ou~y = 0.5772... est laconstante d’Eulér. Ceci nous donne pout y:

1
EN:ZNInN—(3—27)N—|—21nN—|—1+2’y+O(m).

Enfin donc,
2In N

N

est le nombre moyen de recherches pour un sommet aléatmiseuth arbre binaire de recherche
avecN sommets. Ceci prouve le théoreme suivant:

E
WNz1.386....1og2N—(3—27)+

Théoreme 3.1 Dans un arbre de recherche choisgalttoirement, I'insertion et I'effacement peu-
ventétre effectés en moyenne avérlog,(V)) opérations.

Nous insistons sur le fait que le théoreme ci-dessus ne doane que le comportement
d’arbres de recherchen moyenne Dans le pire des cas, les temps de parcours peuvent étre
O(N), ce qui est beaucoup plus grand.

Pour un arbre complet binaire (le meilleur cas), la moyenmeespondante est égale a
N;Vrl log,(N + 1) — 1. (Sans preuve.) SV est grand, nous avod%ﬁl ~ 1 < 1.39, et donc
I'opération de recherche prend en moyedng de temps en plus dans un arbre aléatoire que

dans un arbre complet.

3.4.2 Arbres bicolores

Bien qu’on puisse&n moyenndaire des recherches dans un arbre binaire de facon ralside,
comportent trées mal dans pére des casEn effet le temps de parcours d’'une recherche dépend
de la hauteur de I'arbre, qui set V) dans le pire des cas. Le probleme est que si les éléments
sont insérés dans un certain ordre (par exemple de fagissante), la hauteur de I'abre grandit
tres vite.
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Intuitivement, les arbres bicolores sont des arbres l@sale recherche dont la hauteur n’est
pas trop grande, pour lesquels on peut ajouter et enlevezlde®nts en maintenant cette pro-
priéte.

Définition. Un arbre bicolore(red-black tre¢ est un arbre binaire de recherche dans lequel
chague sommet est attribué une couleur, soit rouge ouaioite plus les conditions suivantes
doivent étre vérifiées:

1. Laracine est noire.
2. Les fils d'un sommet rouge sont noirs.

3. Tout chemin d’'un sommet a une de ses feuilles contienél@enombre de sommets noirs.

Remarqguons que la deuxieme condition est équivalenite &de le pere d’'un sommet rouge
est toujours naoir.

Proposition 3 Dans un arbre bicolore, le sommet le plus profond est au pkisxdois plus
profond que le sommet le moins profond.

Preuve: Puisque les fils d’'un sommet rouge sont tous noirs (condtidans la définition d’'un
arbre bicolore), un chemin de la racine a une feuille ne paatcontenir deux sommets rouges
de suite. Si un tel chemin contiemt sommets noirs, il contiendra donc au plus sommets au
total (en alternant la couleur des sommets le long du chemin)

Nous avons de plus (condition 3) que tous les chemins deilzeraaine feuille contiennent le
méme nombre de sommets noirs. Si nous appetone nombre, nous voyons qu’un tel chemin
contiendra au total au moins et au plu2m sommets. Puisque la profondeur d’'un sommet est
la longueur du chemin de la racine a ce sommet, le résulilainsmédiatement. [

Cette propriété garantit que la hauteur d’'un arbre bieoitdest pas trop grande.

Insertion

Nous commencer par ajouter le sommet de la méme facon aquseudiearbre binaire normal,
et le colorons en rouge. Soiente sommet ajouté, soitsont pere, soit sont grand-pere, et soit
u sont oncle.

e Cas 1:x estlaracine. Nous coloronsen noir.
e Cas 2:y est noir. Nous ne faisons rien.

e Cas 3:y est rouge, et, est rouge. Nous coloronset« en noir.
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e Cas 4: y est rougey est noir, etr est le fils de droite dg. Nous faisons uneotation a
gauche

e Cas 5: y est rougey est noir, etr est le fils de gauche de Nous faisons uneotationa
droite.

Nous devons a présent vérifier que dans chaque cas, lep3ates de la définition ci-dessus
restent vraient apres l'insertion. Il est clair que la pregg 1 restera vraie. Nous regardons a
présent les deux propriétés restantes:

e Cas 1:L’arbre n’a qu'un seul sommet noir, toutes les propriété@st donc vérifiees.

e Cas 2:Nous avons ajouté un sommet dont le pere est noir, la @2 reste donc vraie.
De plus, le chemin d’un sommet quelcongqueersx aura le méme nombre de sommets
noirs que le chemin deversy, la propriété 3 est donc toujours veérifiée.

e Cas 3:
e Cas 4:
e Casbh:

Effacement

e Cas 1:x estlaracine. Nous ne faisons rien

e Cas 2: z est rouge. Nous coloronsen noir,y en rouge puis faison une roation a gauche
eny.

e Cas 3:
e Cas4:

e Casb:

3.4.3 Arbres AVL

Les arbres de recherche binaires se comportent tres n&laelpime des cas, parce qu'’ils peuvent
étre tres penches.

Un arbre binaire est d&quilibré (balanced, ou appelé@rbre AVL(d'apres Adelson, Velskij
et Landis), si pour tout sommeétles hauteurs des sous-arbres gauches et droits diffemeaup
plus1.
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v

Définition. SoitT" un arbre binaire avec racine. Sojtun sommet d€". Le facteur déquilibre
(balance factoy de v, est défini comme suit:

bal(vy) = (hauteur du sous arbre de gauchghauteur du sous arbre de droite)

oU Nous supposons qu’un sous arbre vide a hautéur

Définition. Un arbre AVL est un arbre binaire avec racine dans lequeldefa d’équilibre de
chaque sommets vautl, 0, ou 1.

Exemple: Le graphique suivant représente un arbre AVL dans legseddenmets sont indexés
par leurs facteurs d’équilibre respectifs.

La propriété principale d’'un arbre AVL est que sa hauteupeut croitre que logarithmique-
ment avec le nombre de sommets. Un arbre AVL alesommets permet donc de chercher,
d'insérer et d’effacer ef(log V) opérations dans le pire des cas.

Théoreme 3.2 La hauteur d’'un arbre AVL avee sommetsérifie I'inégalite suivante:

h < 1.44041ogy(n) + 0.672.

Preuve. Remarquons d’abord que les sous-arbres d’arbres AVL saatrgumes des arbres AVL.
Quel est le nombre minimal de sommets dans un arbre AVL deebaiu?
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Pourh = 1,2 nous avons:

h=1: / \ 2

IEARAY

En général, il y a trois cagial(racine) 1,0, 1.

bal=0) bal=+1 bal=—1

h h [h h+1 A A h+2 A A h+2

Le nombre minimuny;, de sommets dans un arbre AVL de hautewérifie
Ah+1 = 1+ min (2Ah, Ah + Ah—l)

= 1+ A, + A1
Nous prouvons par induction que
h
1+V5 (145
Ap > Wi 5 : (3.2)
(A+v5)*
[Basq Pourh = 1,0naAd, =2 > E

. 1+5
[Pagd Posons: := VR

Appr = 1+ A+ A
h h—1
N 1+1+x/3 1++/5 +1+\/5 1++5
2v/5 2 2v/5 2
h
1++5 ( 2 )
( 2 ) 1++5
h
1
_ 1+C< +\/5> 3+5

1++v5
h+1
S
> C 9
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Donc par induction (3.2) est vraie.

Sion posé = % on sait a présent (par (3.2)) qu’un arbre AVL de hautedoit avoir au
moinsc - b sommets. Supposons maintenant que nous avons un arbre A¢k ®mmets, et
soit h sa hauteur, par la phrase précédente on doit avoir

ct<n = P2

<= h-log(b) <log(n) — log(c)
e ]y o losn) _ loge)
—

log(b)  log(b)
h < 1.44041log,(n) 4+ 0.672

Ce théoreme nous dit que la hauteur d'un arbre AVL akesommets est)(log(XV)).
L'opérationSear ch colte donaD(log(N)), méme dans le pire des cas. Cependant, avec les
méthodes d’insertion et d’effacement que nous avons voiesles arbres binaires de recherche,
si nous ajoutons ou effagcons un éléement d’'un arbre AVleitara plus nécessairement AVL.

Si nous pouvions insérer et effacer des sommets d’'un aNdkeafec N sommets en temps
O(log(N)) en maintenant la condition AVlalors nous aurions une structure de données qui
permettrait d’effectuer les opérations d’insertion,fidieement et de recherche énlog(XV)),
dans le pire des cas. De telles méthodes d’insertion efladi&hent existent, elles sont décrites
ci-dessous:

Insertion: On commence par insérer le sommet de la méme maniere anee wh arbre de
recherche binaire. Ensuite, I'algorithme remonte du somnséré jusqu’a la racine en vérifiant
I'équilibre a chaque sommet du chemin. Si un sommet ropriliré est rencontré (i.e., tel que
le facteur d’équilibre est égal a +2 ou -2), alors woiation est effectuée. Le type de rotation a
effectuer dépend de la position du sommet inséré paorapp sommet non-equilibreé.

Toutes les configurations possibles peuvent se classket&s) pour chacun desquels il existe
une rotation qui rééquilibre le sommet. Lesotations sont appelédsl, LR, RR et LL:
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Rotation RL:

Rotation LR:
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Exemple: Voici une illustration de la procédure de rééquilibrage sommet bleu (“new node”)
vient d’étre ajouté, et I'arbre n’est donc plus AVL. Il feeffectuer une rotation pour le rééquilibrer.

New node

Nous suivons le chemin du sommet ajouté a la racine jusgurachain sommet non-équilibré
(dans I'exemple le sommet rouge, qui a comme facteur diibgei—2). Ce sommet subira une
rotation RL:

Effacement L'algorithme d’effacement est un peu plus compliqué. @mmence par effacer
le sommet comme dans un arbre binaire de recherche armbifcadst-a-dire non AVL). Comme
pour l'insertion, I'arbre doit ensuite &tre rééquikben utilisant des rotations. Nous illustrons
cette procédure a I'aide d'un exemple.

Exemple Dans I'arbre ci dessous supposons que nous voulons efiee@mmet dont la clé vaut
26 (que nous appelons simplement le somatt Lalgorithme d’effacement que nous avons
déja vu (pour les arbres non AVL) enleve le somateet le remplace par le sommzs:
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Nous voyons ensuite que I'arbre n’est plus équilibré ‘@ish plus AVL), puisque le facteur
d’équilibre du sommet9 vaut+2.

On voit maintenant, en regardant les diagrames ci-dessugeafte configuration peut étre
rééquilibrée avec une rotatidn’:

23
(17 (39
W @ G @
@) @)

Quelques remarques:

e Contrairement au cas d’insertion, il est possible que plusirotations soient nécessaires
pour le rééquilibrage aprés un effacement.

e Le colt des opérations d’'insertion et d’effacement&svg(/N)), ou N est le nombre total
de sommets. Nous ne prouverons pas ce résultat.

e Remarquons pour terminer qu’'une implémentation efficaoearbre AVL nécessite qu’on
stocke quelque chose de plus dans chaque sommet, a safaatder d’équilibre: On ne
peut pas se permettre de le recalculer a chaque fois qelafiev’eéquilibre.

3.5 LE HACHAGE (HASHING

Nous avons vu des méthodes pour stocker des données tmrmate implémentation efficace
des operations de recherche, d’insertion et d’effacemBans ces méthodes, chaque élément
est identifié par une clé unique. Cependant, seul un prig-ensemblé de I'ensembleK de
toutes les clés possibles n’est utilisé a un moment donn’
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Les méthodes vues jusqu’a présent procedent en contpesaclés des éléements. Par contre,
lesméthodes de hachadbhash methodgentent de trouver un éléement en calculant sa position
a partir de sa clé. Les elements sont stockés dans un tableau (arrayilavec des indices
0,1,...,m — 1, qu'on appelle lgable de hachagéash tablg.

Définition. La fonction de hachagghash functiopest une application
h: K—{0,1,...,m— 1},
qui fait correspondre a chaque é@n indiceh(k), appelé ladresse de hachadgbash addregs

Donc pour savoir ou stocker un élément avec cl@ans la table de hachage, il suffit de
calculerh(k) qui nous donnera l'indice du tableau ou mettre notre él@m De méme pour
rechercher un élément on calcule son adresse de haalvageuis on regarde la position corre-
spondante dans la table de hachage.

Cependanty: est en général beaucoup plus petit &ud_a fonction de hachage n’est donc en
général pas injective, c’est-a-dire que plusieurs peuvent avoir la méme adresse de hachage.

Définition. Soith une fonction de hachage, et soiént’ € K. Si
k # k' eth(k) = h(K').

alors on dit qu’on a uneollision d’adressgaddress collisio) etk et &’ sont appelés desyn-
onymes

Une bonne méthode de hachage doit avoir les propriétesrgas:

e Elle doit donner aussi peu de collisions d’adresse que Iplessi
e Les collisions doivent étre résolues de maniere efficace

e |l doit étre possible de calculer I'indice de hachagé) d’une clé de maniére efficace.

Méme les meilleures fonctions de hachage ne peuvent jitas ks collisions. Les méthodes
de hachage sont donc tres inefficaces pour I'insertiomfatement dans le pire des cas. Cepen-
dant elles sonén moyennbeaucoup meilleures que les méthodes qui utilisent depamisons
de clés. Par exemple, le temps de recherche en utilisaaclelye est indépendant du nombre
d’éléments stockeés.

Les méthodes de hachage doivent plutdt étre utiliseéasd)les insertions sont toutes faites
initialement, et que les opérations sont ensuite presgglasvement des recherches, et sans que
des eléments ne soient effacés.

84



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Les méthodes de hachage introduites dans ce cours soarenemi-dynamiquepuisque
les tables de hachage sont fixées au début.

Nous nous intéressons aux temps de paramangengles opérations de recherche, d’insertion
et d’effacement, puisque les temps de parcours dans lesdegecas sont tres mauvais.

Définition. Pour mesurer la performance d’'une méthode de hachagedfiait:dé

C, = Espérance dunombre d’entrées visitées dans une tallaahage lors d’'une
rechercheéussie
C! = Espérance du nombre d’entrées visitées dans une tatilaahage lors d’une

recherche quechoue

Nous indiguerons toujours les distributions de probabditi nous intéressent.
Une bonne fonction de hachage doit avoir les propriétemstes:

e Elle doit étre calculable de maniere efficace,

e Elle doit distribuer les éléments de maniére uniformépe si les clés ne le sont pas (par
exemple des noms de variables dans un programme)

Méme dans le meilleur des cas il est impossible d’évitectlisions.

Birthday Lemma. Siq = 1.78,/|M|, alors la probabilité qu’une fonction aléatoire unif@m
fAL2,...,q} = M

soit injective est inféerieure &/2.

Corollaire. Si plus de23 personnes sont dans une piece, alors la probabilité qu&ins deux
d’entre elles aient le méme anniversaire est supérielye.”

Preuve du Birthday Lemma: On posen = |M]|. La probabilité que la fonction soit injective
est

m(m—=1)-(m—g+1) _ 1— L)...(1 -2t
1-3) (1= 1)

< e 2m

SiqZHi\/l;rgln(Q). /m, on a
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Remarquons qU{l-:-Jr— "1';8111(2) ~ 1.78.

Nous supposons a partir de maintenant que I'enseiiilile toutes les clés possibles est un
sous-ensemble d8. Si les clés nous sont données, par exemple sous la forame diste de
caracteres (comme le nom d’une variable en C), nous pounterpréter les codes ASCII des
caracteres comme des entiers positifs et ainsi faire sporedre a chaque liste de caracteres un
entier.

La méthode de division avec reste

Dans cette méthode on choisit une valeuqui sera la taille de la table de hachage. On
définit la fonction de hachagé: K — {0, 1,...,m — 1} comme suit:

h(k) := k mod m.
On a donc biek(k) € {0,1,...,m — 1}.

Le choix dem est crucial. Par exemple, 8i est pair, alors le bit le moins signifiant deet
h(k) est le méme (est en collision). On aura donc plus de cafisspour les éléments qui ont le
méme bit le moins signifiant. Avec le méme raisonnementya@nhquem ne doit pas étre une
puissance de puisque dans ce cas les éléements avec les mémes bitsilessigmifiants seraient
en collision. Plus concrétement, si on choisissait 2¢, alors le< bits les moins signifiants de
k et deh(k) seront les mémes.

On choisit d’habitude pout: une puissance d’'un nombre premier qui ne s’exprime pas sous
la forme2¢ + j pour un certairf et un certainj petit.

La méthode multiplicative

La clé est multipliee par un nombre irratioglpuis on regarde la partie fractionnaire (apres
la virgule) du résultat.

On obtient ainsi des résultats differents pour difféesrvaleurs entre et 1:

Sik6 — k0] = (0 — | 0], alors(k — )8 € Z. Et puisqué) est irrationel, on & — ¢ = 0.

Le Théoreme suivant (déera Tu@n $s) montre que pour les clés2, 3, ..., n ces valeurs
sont assez uniformément distribuées dans l'intervalle):

Théoreme 3.3 Pour und irrationnel, les sous-intervalles fores par les nombres
0—160],20—120],...,n0 — |nb|

ont au plugroislongeurs diférentes. De plus, le prochain poifit+ 1) — | (n + 1)0| sera dans
un de ces intervalles.
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Parmi tous leg avecO < 0 < 1 lenombre d’'or

5—1
P \/_2 ~ 0,6180339887

donne la distribution la plus uniforme. On obtient la fonotde hachage

h(k) = |m(k¢~' — |ko™'])]
En particulier, la suitéi (1), h(2),...,h(10) pourm = 10 est simplement une permutation
des entier9,1,...,9:6,2,8,4,0,7,3,9,5, 1.

Lum, Suen, et Dodd ont étudié le comportement de nombsegosetions de hachage, et ont
réalisé que la méthode de division avec reste donne ldkenrs résultats en moyenne.

Dans les discussion qui suivent sur la résolution de ¢oliss nous supposerons donc tou-
jours que c’est cette méthode de hachage qui est utilisée.

Les Strategies pour la Resolution de Collisions

Supposons que nous avons une table de hachage qui contiEnt 1&i nous voulons insérer
dans cette table un synonyrhede k (i.e. une clé aved (k) = h(k’)), nous aurons alors une
collision d’adresse qu'’il faudra résoudre.

La position deh(k) = h(k’) est déja occupée et la nouvelle clé doit donc étre e®ckitre
part. De tels synonymes peuvent étre stockés hors de lla dabhachage, dans des listes dy-
namiques. Par exemple, les synonymes d’'une clé peuventrigintenus dans une liste liee
linéaire. Cette liste est connectée a la position debetde hachage donnée par la valeur de
hachage des clé synonymes.

Exemple: Soit
m="7

la taille de la table de hachage (donc le nombre d’addesdesadlage), soit
K = {0,1,...,500}
'ensemble des clés possibles, et soit
h(k) = kmodm

la fonction de hachage.

Apres avoir entré les clé, 53, 5, 15, 2, 19, 43, la table de hachage est dans I'état suivant:
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O 1 2 3 4 5 6

t: 151 2 53|12 Table de hachage
/ Y / / / [ /

43 5 Synonymes
/ °

19

/

Avec cette méthode chaque élement de la table de hackalged&but d’une liste liée.
La méthode d’adresse directe est plus facile a impléememtais nécessite plus de mémoire:

0O 1 2 3 4 5 6
t: / o | o |/ o | o |/

Table de Hachage:

Pointeur
15| 2 53[]12
o / / °
43 5 Synonymes actuels
/ .
19
/

Nous analysons a présent la méthode d’adresse direotes $lipposons:

e La fonction de hachage retourne les valeurs de hachageaweg&ne probabilitestippo-
sition de distribution uniformpe
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e Les valeurs de la fonction de hachage sont indépendantespaque opératiors(pposi-
tion d’'indépendance

La deuxieéme supposition nous dit que;jR' opération choisit toujours I'adresgé avec
probabilitél/m, quel que soiy,

Définition. Sin est le nombre de clés possiblesreta taille de la table de hachage, alors le
facteur d’occupatiorest défini comme suit:

n
o = —.
m

Analyse d’une recherche quiéchoue
Dans ce cas, 'adres#€k) est calculée, et tous les éléments dans la liste de symesgont
traverseés.

La longueur moyenne de chaque listexe&t, = «, et donc
Cl =«

Analyse d’une recherche qui Eussit

Supposons qu'il faille visiter eléments pour trouver la clé recherchée, i.e., le delitouver
la clé est.

Quand nous ajoutons g™ clé, la longueur moyenne de la liste ¢$t— 1) /m; Donc, en
cherchant Ig®™ clé nous n’avons besoin de visiter que- (j — 1)/m €éléments de la liste, si
les insertions dans la liste ne sont faites qu’a la fin, el gty a aucun effacement. Le nombre
moyen de clés visitées dans le cas d’une recherche efestisiionc

Cn = %Z?:l (1"’_%)
1421
~ 1+35

si chaque clé est recherchée avec la méme probabilité.
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Construction d’algorithmes par
induction

La méthode d’induction peut &tre utilisée pour consérdies algorithmes, en réduisant la reso-
lution d’'une instance d’un probléeme a la resolution d’'wueplusieurs instances plus petites du
méme probleme.

Deux points sont essentiels dans la conception d’algoatpar induction:

e |l est possible de résoudre upetiteinstance du problemde cas de base

e Une solution de chaque probleme peut étre construitetér gde solutions delus petits
problémesie pas d’induction

Nous verrons des exemples de cette méthode, et introdydtaeieurs classes d’algorithmes
basées sur cette méthode, telles que la programmaticandgoe et les algorithmes diviser-
pour-régnerdivide-and-conquér

4.1 LA METHODE DE HORNER

La méthode de Horner est un algorithme efficace pour évdles polyndbmegérériquesen un
point donné. Le probleme qui nous intéresse est donavarst

Probleme: Evaluation de Polyrdome
Input: Polyndmef(z) = >, fiz' € R[z], eta € R.
Output: f(a).

L'algorithme qui suit présente une méthode naive paaiuEr un polyndme en un point
donné.
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Algorithme 18 NAIF(f(z), o)
1: s« 0ets«— 0.

: while 7 <ndo
Calculerg « o'.
s— s+ fix[.
71— 1+ 1.

end while

return s

N2ahRWDN

Si nous utilisons la méthode naive pour calculea la ligne3, alors I'algorithme a besoin de
O(n?) opérations sur des nombres réels. Si nous utilisons thadé binaire a la ligna, alors
I'algorithme a besoin dé&(n log(n)) opérations sur des nombres réels.

Pouvons nous faire mieux@ui. La méthode de Horner simplifie le probleme en utilisant
I'observation suivante:

f(Oé) = fO + Oég(Oé),
oug(z) = fi + for + -+ + fra™ ™l
Nous utilisons donc le fait qué(«) est égal a

(( o ((fna + fn—1>a + fn—Q)a’ ’ ')a+ fl)a + fO'

En pseudo-code, nous décrivons la méthode de Horner camine

Algorithme 19 HORNER(f(z), a)
1. s «— 0 andi « n.

2: while i > 0 do

3 s—sxa+ f;.

4: 4 —1i—1.

5

6

: end while
D return s

Sous cette forme nous voyons immédiatement qu’il fauttalggrithmen + 1 additions et
n + 1 multiplications pour calculef(a) (nous ne comptons pas les opérations sur le compteur
i), ainsi nous avons un algorithnign).

La méthode de Horner est-elle optimale? La réeponse egbour des polymdmes génériques
(preuve difficile). Pour des polyndmes spécifiques, ldhmée de Horner peut ne pas étre op-
timale (on peut, par exemple, évaluer le polyndfiie) = z" plus rapidement qu'e®(n)
opérations.)
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4.2 ELIMINATION DE GAUSS

Supposons que nous voulons résoudre un systeme d'énsdinéaires. Formellement nous
avons:

Probleme: Syséme déquations lingaires
Input: Matrice A € R"*", vecteum € R"
Output: Vecteurr € R" tel queA - x = 0.

L'algorithme pour résoudre un tel systeme est tressgtiéin algebre linéaire. On I'appelle la
méthode du pivot de GaufNous la présentons ici dans le cadre des algorithmesroisgpar
induction en insistant sur le caractere inductif de I'aitjone.

Nous pouvons écrire la matricepar blocs de la maniére suivante :

11 Aqo

A21 A22

olay € R, Ay € R0, Ay € RDXT et Ay, € RIHDX(n=),

Nous appelons,; le pivot, et supposons qug; # 0. Soit/,, la matrice identité de dimen-
sionm. Alors

— (4.1)

ou

A=Ay — Ay -ay - A (4.2)
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Cette matriced est appelée leompEment de Schude A par rapport &4;. En utilisantX, Y
et Z definis ci-dessus nous avons:

Arx=b <— X -A-z=X-b
— X-AY)Y'iaz=X-b
— Z-Yl.x=X-0, (avec (4.1) ci dessus)

et nous obtenons donc le systeme d’équations suivant:

ap; | 0 1| A2 1 0
" . ail ~x: 'b, (4.3)
0|A 0|1, , A

Definissons a présent

T i) bl bg
) I3 by bs
xr = s y = s b = . s C =

1
ry = — (bl — Algy) (44)
a1
Ay = (. (4.5)
ou
/ bl
d=—"L Ay +e (4.6)
11

Ces identités nous menent a I'algorithme suivant polouter
Analyse

Soit C,, le nombre d’opérations arithmétiques qu’il faut a cegagithme pour résoudre un
systeme dex équation an inconnues (donc quand est une matrice. x n). Nous regardons
chaque étape de I'algorithme:

e Calcul deA (ligne 5): Nous savons qué = Ay — Asajil Ars (VOir (4.2)). Ajs, Agy et Ag
sont des sous-matrices deelles sont donc toutes connues. Nous commengons par haultip
Ay paraji, il faudra (n — 1) multiplications (puisqued;, est un vecteur & — 1) entrées).
Ensuite nous multiplions le résultat pds;, il faudra(n — 1)? multiplications (le résultat est une
matrice(n — 1) x (n — 1)). Finalement nous soustrayons le résultat,, il faudra(n — 1)?
soustractions. Le nombre d’opération total est donc

n—1)+n-12+mnm-12=2n-1>+(n—1)
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Algorithme 20 RESOUDRHA, b, n)

1: if n = 1 then
by

2: Ty —
ail
3 return (x;)
4: else
5. CalculerA etd
6: 1y« RESOUDRHA,d,n—1)

(donc trouvery = (2o, ..., x,) tel queA - y = ¢)
7. s« Ay
. 1
8: Tl < a(bl - S)

9. return (xy,z9,...,T,)
10: end if
e Calcul dec (ligne 5): Nous savons qué = —-2 A, + ¢ (void (4.6)). Nous commencons

ail

donc par calculepfﬁ (1 division). Puis nous multiplions le résultat par le \&otA,;, il faut
n — 1 multiplications. Finalement nous ajoutons le résultat(a — 1 additions). Le nombre
d’opération total est donc

l+n—=1)+n—-1)=2(n—-1)+1

e Calcul dey (ligne 6): Il faut réesoudre un systeme de- 1 équations & — 1 inconnues. Nous
utilisons de nouveau le pivot de Gaul’ (c’est ici qureductionest utilisée dans la construction),
il faut doncC,,_; opérations.

e Calcul des (ligne 7): Nous multiplions le vecteur ligné,, par le vecteur colonng, c’est un
produit scalaire de vecteursia— 1 entrées, il faut dona — 1 multiplications etn — 2 additions,
un total de2n — 3 opérations.

e Calcul dex; (ligne 8): Il faut une soustraction et une division, d@xapérations.
Nous avons alors:
Cn = Cpi+2n°+n—1
Nous pouvons en déduire qag = O(n?) (exercice).

Remarquons cependant qu’il est possible que l'algorithen@uisse pas étre appliqué de
facon récursive puisque la conditian, # 0 n'est pas forcement vérifiee. Il se peut qu'un
changement de pivot doive étre réalisé afin d’obtenitecedndition. On démontre en algebre
linéaire que ceci est toujours réalisable si la matricest non-singuliere. Il s’agit de calculs
auxiliaires qui ne changent pas I'ordre du temps de calcul.
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4.3 LES ALGORITHMES DIVISER-POUR-REGNER

L'idée des algorithmes diviser-pour-régner (algoritsmDPR,divide-and-conquérest de dé-
composer le probleme en deux ou plusieurs sous-problémdépendantgjui peuvent ensuite
étre résolus séparément. Les solutions de ces sobgepres sont ensuite assemblées (c’est le
pas de combinaisgnde facon a obtenir une solution au probleme original.

La technique diviser-pour-regner est tres utile. Nousnavdéja rencontré quelques algo-
rithmes de ce type dans ce cours: Les algorithmes de Kamttulbe Strassen sont des algo-
rithmes DPR. Nous étudierons le paradigme général desiimes DPR avant de voir quelques
exemples.

4.3.1 Le paradigme DPR général

Le concept général est le suivant: eétant donné uneriostdu probleme a résoudre, la decomposer
en plusieurs plus petites sous-instances (du méme tgsagsoudre indépendamment, et ensuite
combiner les solutions des sous-instances pour obtenisalogon du probleme original.

Cette description nous ameéne a une question importaotement résoudre les sous-instan-
ces? Laréponse a cette question est primordiale poutdestames DPR et explique en effet
leur puissance. La forme précise d’un algorithme DPR eshde par:

e Lataille limite nq de l'input, qui donne la taille au dessous de laquelle unlprob n’est plus
divisé.

e Lataille n/a de sous-instances résultant de la décomposition d’starioe.

e Le nombrec de telles sous-instances.

e L'algorithme utilisé pourecombineres solutions des sous-instances.

La forme générale d’un algorithme DPR sur un input dedailfui a une taille limiten, et
qui divise le probleme original ensous-instances de taille/a est la suivante:

Algorithme 21 DPR
Input: de taillen
1: if n < ngthen
2:  Résoudre le probleme sans le sous-diviser
3: else
4:  Décomposer en sous-instances, chacune de tailje:;
5
6
7

Appliquer I'algorithme récursivement a chacune des sosgnces;
Combiner les: sous-solutions résultantes pour obtenir la solution dbl@me original.
: end if
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Analyse

Pour calculer le temps de parcours de cet algorithme gprémous supposons que le coiit
de laligne 6 estin® (pour une certaine constaritet une certaine constanfl Soit7(n) le colit
de l'algorithme sur un input de taille. Alors pourn > ng, NOUs avons

T(an) = cT(n) + dn’.

Nous supposons de plus que pour towt N : T'(n) < T'(n+1). Alors, par le Théoréme 2.1
du chapitre 2, nous avons

@) (nloga(c)) sia® <c,
T(n) = ¢ O (n'&l9 -log,(n)) sia’=c, 4.7)
0] (nb) sia® > c.

Le temps de parcours d’un algorithme DPR dépend donc ddélleadu nombre de sous-
instances, ainsi que du colt nécessaire pour les combiner

4.3.2 L’algorithme de Karatsuba

Pour des polyndmeg(z) et g(x) de degré< n, I'algorithme de Karatsuba retourne le produit

f(x) - g(x).

Algorithme 22 KARATSUBA(f(z), g(x))
1: if n = 1then
2: return fy - go

3: else
4 m <« [n/2]
5 f(z) = folz) + 2™ fi(2), g(z) = go(z) + 2™ g1 (z), deg(fo), deg(go) <m
6:  ho(z) « Karatsubéfy(z), go(z))
7. hy(w) « Karatsub@fy(z) + fi(z), go() + gi(z))
8  hi(z) « Karatsub&f,(x), gi(x))
9 h(z) = ho(z) + 2™ (ha(z) — ho(z) — ha(x)) + 2°"hs ()
10: return h(x)
11: end if
Analyse

¢ Nous divisons notre problemes en sous-problemes plits petqu’a ce que: < 1 (ligne 1),
et doncng = 1.

e Le probleme est divisé ehsous-instances (lignes 6,7 et 8) dene 3.

e La taille de chaque sous instance est a peu pys donca = 2 (puisque les polyndmes
utilisés sont de degré m avecm = [n/2]).
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e L'algorithme pour combiner les sous-instances est déckdt ligne9. Son colt esO(n), et
doncb = 1.

Ainsi, commea® = 2 < ¢ = 3, le colit de I'algorithme est

O(n'oe).

4.3.3 Recherche binaire

L'algorithme de recherche binaire que nous avons vu danisdpitte O est aussi un algorithme
DPR. Nous rappelons d’abord la définition du probleme dallsation:

Probleme: Probleme de localisation

Input: Une suite d’entiers, < S; < --- < S,,_1, deux indicest art
etend, etz € Z
Output: Unindicei avecstart < i < end, et tel queS[i] = x, ou FALSE

si un tel indice n’existe pas

L'idée de la recherche binaire et de diviser la suite en dearties a peu pres de méme
taille en posant une unique question. L'algorithme BEARCH peut étre décrit comme suit en
pseudo-code:

Algorithme 23 BINSEARCH(S, start, end, x)
1: Length« end — start;
2: if Length= 1then
if S[start] =z then
4 return start
5. else
6 return FALSE
7. endif
8
9

. else
middle« [(end + start)/2];
10:  if x < S[middle] then

11: return SEARCH(S, start,middle, x);
12: else

13: return SEARCH(S,middle, end, x);
14 endif

15: end if

Analyse
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e Dans ce cas, le probleme est divisé en une seule sousirstt done = 1.
e Le colt de chaque sous-instance est a peuwpfset donca = 2.
e Le colt de combiner les sous-solutions@sionch = 0.

Ainsi o’ = 1 = ¢, et le colt de I'algorithme est donc

@) (nlog“(c) log,(n)) = O(log(n)).

4.3.4 MergeSort

MERGESORT est un algorithme de tri qui utilise le fait que deux suitésss peuvent étre réunies
(merged en une seule suite a faible colit. Cet algorithme diviselgets a trier en deux groupes,
puis trie chaque groupe et enfin les réunit en une suite fetdtee.

Nous commencons par étudier I'algorithme de réunion.

Algorithme 24 MERGHS,, 55)
Input: Suites trieess; et.S, de taillesn etm
Output: Suite trieeS deS; U S,

1: 1+ 0,791 < 0,29 <0

2: while i <n+mdo

3:  if i,, = mthen

4. S[Z] == Sl [Zl]
5: i1 i1+ 1
6: elseifi; = nthen
7. S[Z] == SQ [12]
8: lg < ig + 1
9: elseifS)[i;] < Sylis] then
10: S[Z] == Sl [Zl]
11: 11— 11+ 1
12: else
13: S[Z] == SQ [12]
14: Ig «— 19+ 1
15:  end if

16: 1+—1+1
17: end while
18: return S

Le nombre de comparaisons de cet algorithme.estn qui est égal a la taille de I'input. On
peut se servir de cet algorithme pour construire un algoetde tri DPR.

Analyse

e Le probleme est sous-divisé 2rsous-instances (lignes 6 et 7), et dene 2.
e Chaque sous-instance est de taille & peu pres @galelonca = 2.
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Algorithme 25 MERGESORT(SS)

Input: SuiteS den entiers

Output: Version triéeS’ de S

1: if n = 1then
2:  return S
3: else

4 m <« [n/2]

5.  Soit S; la sous-suite d& composée des: premiers elements dg, et S, la sous-suite
formée des autres élements.
S} < MERGESORT(S])

Sy < MERGESORT(S3)
return MERGES], 5%)
end if

© o N

e Le colt nécessaire pour combiner les sous-solutioneesilt de I'opération MRGE et est
donc égal @(n), d'oub = 1.

Ainsi, a® = ¢, et le colit de I'algorithme est donc

O (nloga(a) log,(n)) = O(nlog(n)).

4.3.5 La paire la plus proche

Supposons que nous voulons trouver la distance euclidiemmenale entre des points du plan
R2. Nous supposerons de plus que tous nos points ont des co@ekn et y differentes.
Formellement:

Probleme: La paire la plus proche

Input: Un ensemble de points{Fy,..., P,} dans le plan, ave®, =
(z;,y;) € R% Supposons de plus qie# j = x; # z; et
Yi £ Yj-

Output: La distance euclidienne minimale entre deux points distide

cet ensemble.

Dans un premier temps, les coordonngetes points sont triées en ordre croissant. Ensuite,
une valeurr, est déterminée telle qye /2] des points ont une coordonné@lus petite que:,
tandis que les autres points ont une coordonnpkis grande que,. Les deux sous-ensembles
de points sont noték,; et L,; I'algorithme est appliqué récursivement a ces solsegtbles pour
obtenir les distances minimalésetd, de ces ensembles.
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Il n’y a que trois possibilités en ce qui concerne la painglles proche dans I'ensemble : elle
est soit dand., soit dansL, ou le long de la frontiere. Il ne nous reste donc qu'a vériles
points le long de la frontiere.

Nous déterminons I'ensemble de points dont la coordonnéeest a une distance au plus
d := min{dy, 02 } dex.

=
y 2
« 2

Nous trions les coordonnégsle ces points et nous parcourons les points dans I'ordresenoi

de la coordonnég. Pour chaque poir® nous mesurons sa distance par rapport a tous les points
dansS dont la coordonnég est au plu® plus grande que la coordonngéle @ (tous les autres
points ont une distance@ qui est plus grande qus. Il peut y avoir au plus 5 tels points dans

S, en plus d&), avec cette propriété. Voici une configuration de cestgoin

Ainsi, pour un point quelconque dafsnous devons calculer au plaslistances.

Aprés avoir traité tous les points dede cette maniere, nous saurons si la distance minimale
le long de la frontiere est plus petite qgéieet si c’est le cas, nous aurons déterminé la distance
minimale. Les algorithmes de tri des valeurs le long lesdoonées: ety peuvent étre effectués
une fois au début des calculs avec cOlt log(n)) (voir le Chapitre6 pour les algorithmes de
tri).
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Le colt nécessaire pour combiner les sous-solutions(ea la distance minimale le long
de la frontiére) est linéaire en Ainsi, le colt total de I'algorithme egk(n log(n)).

4.3.6 Carrelage de formes L

Supposons que nous avons un carré de t2ille 2¢ dans lequel nous enlevons un carré de taille
1x1:

Le probleme est de carreler cette structure avec desgitctaille3 en forme de L:

Nous allons utiliser un algorithme DPR pour cette tache.

Si k = 1 (donc la structure originale est un car& 2 avec un sous-carré manquant), alors

la solution est triviale:

Etant donné un carré de tait¥s x 2%, nous le subdivisons ehcarrés de taill@*—! x 2+-1
chacun et nous enlevons dans chaque sous-carré qui nercq@ds la piecé x 1 manquante la
piecel x 1 du coin de fagon a ce que les carrés enlevés forment éce gie forme L.

Remarquons que chacun des sous-carrés a unicarténanquant, et que donc l'algorithme
s’applique récursivement. Nous appliquons donc réeensent I'algorithme aux sous-carrés. Le
carrelage complet est montré dans I'exemple suivant:
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4.4 PROGRAMMATION DYNAMIQUE

La méthode DPR s’applique si un probléme peut étre sigi&en sous-probleméasdépendants
qui sont ensuite résolus récursivement. La programmaymamique Pynamic Programming,
DP) peut étre appliquée si les sous-problemes ne sont pa@pémdants et ont eux-mémes des
sous-problemes communs. Chaque instance est résolseuledois et les résultats sont stockés
dans un tableau pour éviter la détermination répéésesdlutions des sous-problemes.

Exemple: Supposons que nous voulons calculenf& nombre de Fibonacci, donné par la
formule de récurrence
F() — O,
Fy
Fn = Fn—l + Fn_g, n Z 2.

|
—_

Voici la méthode DPR naive:

Algorithme 26 FIB(n)
Input: Entiern > 0
Output: F,
if n <1then
return n
. else
return FiB(n — 1) + FIB(n — 2);
end if

akrwdR

Cette méthode est simple, elégante et correcte. Cepertla a un temps de parcouss-
ponentielenn. En effet, soitC,, le temps de parcours da&n). Alors C, = C,,_1 + C,,_»
etCy, = 1,C3 = 2. On peut alors démontrer en partant de cette relation(ggue- O(¢™), ou
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¢ = (14 +/5)/2. En fait, on peut démontrer par récurrence que

oL (1ev5) 1 (1-vEY
T2 )Tl )
et comme) < (1 —+/5)/2 < 1, le résultaiC,, = O(¢") s’ensuit.

Le temps de parcours exponentiel de I'approche DPR esttedgsment di au fait que le
méme sous-probleme est calculé plusieurs fois. Par pbegefarbre suivant montre les appels

récursifs pour le calcul delB(4):

/ o)
N ) CFibO)

hoa

Nous voyons par exemple quesi2) est calculé deux fois. Il serait plus efficace de stocker
sa valeur dans un tableau la premiere fois que nous en aesogbplutdt que de le recalculer a
chaque fois.

La technique principale en DP est d'utiliser des tableauystpckent les solutions de sous-
problemes qui peuvent ensuite étre réutilisées. Lanammmation dynamique est une tech-
nigue qui calcule efficacement des étapes de récurrentgaen les résultats partiels. Ainsi,
en mémorisant les résultats d’'une récurrence, I'algoré ne passe pas de temps a résoudre le
méme sous-probleme plusieurs fois. Comme l'illustradm@mple, cette technique aide parfois a
réduire le temps de parcours d’exponentiel a polynomial.

Typiguement (mais pas exclusivement), on utilise DP pesoudre des problemes qui ont
en général plusieurs solutions qui peuvent étre coegsad I'aide d’'une fonction de colt: Nous
nous intéressons alors a une solution de codt minimal.
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4.4.1 Multiplication de plusieurs matrices

Probleme: Disposition de parentleses dans les multiplications de matri-

ces

Input: Une suite(A,..., A,) de matrices de tailleg, x p;, p1 X
D2y -+, Pn_1 X Pp, FESpPECctivement.

Output: Les parenthéeses de I'expressién: - - A,, qui minimisent le nom-

bre de multiplications scalaires si I'algorithme naif deltiplica-
tion de matrices est utilisé.

Remarquons que de maniere générale, la multiplicatiomedmatricep x ¢ avec une matrice
g X r nécessitggr multiplications.

Exemple: Pourn = 4, il y a 5 dispositions possibles des parentheses:
(A1 (A2~ (45 Ay)))

((A2 Aj) - Ag)

)

(A1
((Ar- Ag) - (Az - Ay
((Ar- (Az- A3)) Ay
(

)
)
)
((Ar- Ag) - Az) - Ay)

Pourn quelcongue le nombre de dispositions possibles est un pswpmpliqué a trouver:

Théoreme 4.1 Pour le produitA, --- A, le nombre de fagcons dont on peut placer les par-

entheses est exactement
1/2n—2 4n
- —o(=_).
n < n—1 ) (n3/2)

Preuve. Exercice. [ |

Pour certaines tailles de matrices, les dispositions deplagses peuvent avoir des differences
de colt importantes.

Exemple: SoientA,, A, et A; des matrices de tailles suivantes:

Ay 10 x 100
Ay : 100x5
Ag 5 x50
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Voici le nombre d’opérations nécessaires pour le caledgA,A; selon la disposition des
parentheses:

| Disposition | Nombre de multiplications scalairgs
(A1 - Ag) - Az 10-100 -5+ 10 -5 - 50 = 7500
Ay - (Ay- As) | 10-100- 50 4 100 - 5 - 50 = 75000

Ainsi nous pouvons calculer le produid fois plus rapidement en choisissant la bonne disposi-
tion de parentheses.

Le théoreme 4.1 montre que le nombre de dispositions denpf@ses est exponentiel en
n. Ce n'est donc pas une bonne idée de toutes les essayerpavertla plus efficace. Nous
résoudrons ce probleme en utilisant DP. La solution etblie en quatre étapes:

1. Structure de la disposition optimale des parentheses
2. Calcul récursif de la valeur d’une solution optimale
3. Calcul du cout optimal

4. Construction d’'une solution optimale

Structure d’'une disposition optimale de parentheses

Pourl < < j <n, posons

Pour une disposition optimale dé, ,,, il existe unk tel que A, , et A, , sont d’abord
calculés avec une disposition optimale de parentheskes € sultats sont ensuite multipliés. Ce
type d’optimalité pottom-up optimalityest typique pour des solutions DP.

Calcul récursif de la valeur d’'une solution optimale

Soitm,; le nombre minimal de multiplications scalaires pour le ahtte A; ;. Nous avons
alorsm; = 0 pourl <i <n,et

mi; = min'{mik + Mi41,5 +pl-,1 *Pr pj}. (48)

i<k<j

Pour stocker les solutions optimales, nous introduisossiay qui est la valeur dé& pour
laguelle le minimum de la formule ci-dessus est atteint:

Mij = Mis;; + M1, + Pi—1 * Psy;Dj- (4-9)
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Calcul du codt optimal

Nous allons construire deux matricés et S de telle fagcon qué/|i, j] = m;; et S[i, j| =
s;j. Remarquons que seules les valeurs au dessus de la diagonalentéressent (celles pour
lesquelles < j). Les matrices\ et S seront mises a jour en commencant par la diagonale, puis
les éléments au dessus de la diagonale et ainsi de suite.nPe 4 les entrées dé/ seraient
donc calculées dans I'ordre suivant:

15 10
2

w O o

9
7
4

Pour calculerM [i, j] il faut comparer; — ¢ valeurs differentes (pout = i,...,7 — 1 dans
(4.9)). Chacune de ces valeurs a comparer peut étregeoavéc un colt constant, puisque
les elements dé/ nécessaires dans (4.9) auront déja été calculéssi pour tous leg, j qui
nous intéressent (c’est a dite= 1,...,n etj = i,...,n), le colt pour calculeiV/[i, j| est
proportionel & — 7. Le colt total de I'algorithme est donc proportionel a

>3 G-= DA (4.10)

i=1 j=i

La preuve de (4.10) est laissée en exercice. Ce temps deupsiest donc bien meilleur que
celui de l'algorithme naif, qui est exponentiel. On obtian final:

Exemple: Supposons que nous voulons multiplier les matrides . ., Ag, de tailles suivantes:

| Matrice | Taille || Matrice| Taille |
Ay 30 x 35 Ay 5 x 10
As 35 x 15 As 10 x 20
Az 15 x5 Ag 20 x 25

Nous avons donc

Po = 30
pr = 35
p2 = 15
ps = 9
ps = 10
ps = 20
Pe = 25.
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Algorithme 27 MATRIX-CHAIN -ORDER(p)
Input: p = (po,p1,-..,pn) décrivant les tailles des matrices
Output: MatricesM et S comme décrites ci-dessus
1: n < lengthip) — 1
2.fort=1...ndo
3 Ml[i,i=0
4: end for
5. for/=2...ndo
6: fori=1...n—¢+1do
7
8
9

je—i+l—1
M]i, j] = o0
fork=i...57—1do
10: q — Mli, k] + M[k + 1, j] + pi_1pwp;
11 if ¢ < M]Ji,j] then
12: M]i,j] < q
13: Sli,j] — k
14: end if
15: end for
16: end for
17: end for

18: return M etS

Les matrices\/ et.S sont alors:

0 15750 7875 9375 11875 15125 011333

0 26254375 7125 10500 02333

M= 0 750 2500 5375 g— 0333
0 1000 3500 045

0 5000 05

0 0

Par exemple)[1, 3] et M[2, 5] on &té calculés en utilisant (4.8) comme suit:

M3 = min{ MI[1,2] + M[3,3] + popeps = 15750 +0+30-15-5 = 18000
’ M1, 1] 4+ M[2,3] + popips = 0+2625+30-35-5 = 7875
— 7875
M[2,2] + M[3,5] + pipaps = 0+2500+35-15-20 = 13000
M[2,5] = min{ M[2,3]+ M[4,5] + pipsps = 2625+1000+35-5-20 = 7125
M(2,4] + M[5,5] + pipaps = 4375+0+35-10-20 = 11375
= 7125
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Construction d’'une solution optimale

Nous utilisons la tabl&/[i, j]. Remarquons qué|i, j] = k signifie que4, ; est construit de
maniére optimale a partir dé; , et A, ;.

Exemple: Pour les matricesl,, . .., Ag ci-dessus, nous obtenons

Ais = ((Ar3) - (Ass)) [S[1,6] =3
= ((A1-(A2- A43)) - ((As- A45) - A6))
[S[1,3] = 1etS[4,6] = 5].
Ainsi
((A1- (A2~ A3)) - ((As- As5) - Ag))
est une disposition de parentheses de colt minimal gpur- Ag.

4.4.2 Le probleme LCS

Le probleme de la plus longue sous-suite (LCBngest Common Subsequenest un autre
exemple pour lequel la DP est bien adaptée. Nous introdsiles notations suivantes: i =
(x1,...,2,) estune suite de longuewt, alors une suite/ = (zy, ..., z;) est appelée ungous-
suitede X s'’il existe des indice$ < i; < iy < --- < i < mtels que pour tout < j < k nous
avons

Zj = Ty,

J

Exemple: La suite
X =(A,B,C,B,D, A, B)

a
Z =(B,C,D,B)

comme sous-suite. La suite des indices correspondant®, 8sb, 7).

Une suiteZ est appelée unsous-suite commurte X etY si Z est a la fois sous-suite de
et deY. L'ensemble des sous-suites communes(det Y est notéC'S(X,Y"). La longueur de
la plus longue sous-suite dé etY” est notée

les(X,Y),
et 'ensemble des sous-suites les plus longuek d@¢Y est noté par

LCS(X,Y).

Nous nous intéressons aux problemes suivants, pourdesgaus donnerons des solutions
DP:
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e Calculerics(X,Y)
e Construire un élément deC'S(X,Y)

Nous commencons par donner quelques proprietdde( X, Y). Soit X = (xq,..., )
une suite. Pout < j < m, nous notons pak le préfixe

X

j = <ZE1,...,ZL’J‘>.

Théoreme 4.2SoientX = (z1,...,2m), Y = (Y1, ...,Yn) €LSOItZ = (21 ..., %) € LCS(X,Y).
Alors:

(1) Siz,, = yn, alorsz, =z, = yp €t Zp_1 € LCS( X1, Yn_1).

(2) Six,, # yn, alorszy, # z,, impliqgueZ € LCS(X,,_1,Y).

(3) Siz,, # yn, alorszy, # y, impliqueZ € LCS(X,Y,,_1).

Preuve. (1) Siz; # z,,, alors nous pouvons acollerax,, = y,, ce qui donnerait une sous-
suite commune de&X et Y de longueurk + 1, mais ceci contredi¥ € LCS(X,Y). Donc,
2r = T, = Yy, €t le préfixeZ,_; est une sous-suite communeXg _; etY,,_;.

Nous montrons a présentgdg ; € LCS(X,,_1,Y,_1). Supposons qué’ € LC'S(X,,_1,Yn 1)
est de longueur k. Alors la juxtaposition
Wxp, =Wy,

est une sous-suite commune deet Y de longueurk + 1, ce qui contredifcs(X,Y) = k.
Ainsi X,, ; etY,_; n'ont aucune sous-suite commune de longueut — 1 et doncZ,_; €
LCS(X -1, Y0 1).

(2) Siz, # xp, alorsZ € CS(X,,—1,Y). Sl existaitW € LCS(X,,_1,Y) de longueur
> k, alorsWV appartiendrait aussi@sS (X, Y'), ce qui contrediraitcs(X,Y) = k.
(3) Symétrique a (2). [

Remarquons que dans le ¢as # y,, au moins I'une des affirmations (2) ou (3) est vraie. Le
théoreme 4.2 permet un calcul récursifidg X, Y). Soit

Cij = ZCS(XZ‘, Y}) (411)
Alors le theoreme nous dit que
0 sit=00uj =0,
Cj =19 Ci-1j-1+1 siz; =y, (4.12)

max(c; j—1,Ci—1;) Six; # ;.
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Ainsi, comme nous l'avons fait dans les algorithmes DP @iéaats nous pouvons calculer
et stocker les entrées de la matrigeligne par ligne, en utilisant a chaque fois les valeur&déj
stockées. Donc nous pouvons calculer chaguavec un colt constant puisque nous connaitrons
toutes les entrées de la matriceécessaires dans (4.12). Puisqu'il yna n valeurs dec;; a
calculer, le colt total de I'algorithme seffan - n), et puisque la valeur que nous cherchons est
I'entrée en bas a droite de la matrice:

les(X,Y) = comn,s
nous aurons bien trouvé la longueur de la plus grande LCS.

Nous pouvons aussi adapter cet algorithme pour qu’il re@uen plus de la valeur de
les(X,Y), un élément dd.C'S(X,Y’). Pour ce, il nous faut une deuxiéme matricequi va
indiquer comment a été obteny a partir dec;_; ;_1, ¢; j—1, ¢;i—1,; avec (4.12)

En effet, siz; = y; alors cet €lement commun sera inclu dans une LCS (nousanstlors
bi; ="\"). Sinon sic;_1; > ¢; j_1 alors tout élément d&C'S(X;,Y;) sera aussi un élement
de LC'S(X,_1,Y;), nous regardons donc I'entrég ; ; (dans ce cas nous mettoins ="1"). Fi-
nalementsi;_; ; < ¢; j—; c'est le symétrique du cas précédant, et nous mettornsidos"—".

A partir de cette matricé nous pourrons construire une suite d&dsS (X, Y') (voir 'exemple
ci-dessous pour une matribget comment l'utiliser pour trouver un élémet 4€'S(X,Y)).

La procédure suivante, LCSENGTH, calcule, pour deux suite¥ = (zy,z5...x,,) et
Y = (y1,...,y,) données, la valeur des(X,Y") et la matrice) décrite ci-dessus.

Exemple: PourX = (A, B,C, B, D, A, B)etY = (B, D,C, A, B, A) nous obtenons le tableau
suivant (les matriceket c sont superposées):

j 0 1 2 3 4 5 6

i vi B D C A B A
0 0 0 0 0 0 0 0
T T T AN — AN

1 A 0 0 0 0 1 1 1
ST =1T=171T 1<

2 B 0 1 1 1 1 2 2
T T AN — T T

3 C 0 1 1 2 2 2 2
AN T T T AN —

4 B 0 1 1 2 2 3 3
T AN T T T T

5 D 0 1 2 2 2 3 3
T T T AN T AN

6 A 0 1 2 2 3 3 4
AN T T T AN T

7 B 0 1 2 2 3 4 4
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Algorithme 28 LCS-LENGTH(X,Y")
Input: SuitesX etY
Output: les(X,Y), et une matriceb décrivant un moyen de contruire un élément dans
LCS(X,Y).
m «— length[X]
n « length[Y]
fori—1...mdo
cli,0] <0
end for
for j «—0...ndo
c[0,5] <0
end for
fori—1...mdo
for j«—1...ndo
if T; = Yj then
cli,jl—cli—1,7—1]+1
b[i,j] <_//v\//
else
if c[i —1,j] > c[i,j — 1] then
C[%J] A C[Z - 17]]
b[l,j] <_//T//
else
cli, §] «— cli,j — 1]
b[i,j] e
end if
end if
23: end for
24: end for
25: return c¢,,,, andb

CNTRrONR

NNNR R RPRERRRRRR R
NP OQOOXNOOkRwdhRO
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Commec,,, = 4 nous avondcs(X,Y) = 4. Les fleches permettent de lire un LCS en
commencant a la positiofim, n) et en suivant ensuite les fleches. Pour chaque c¢as¢’
traversée il faut inclure I'élément correspondant daoise LCS.

Ici nous commencons a la positidi, 6), puis nous montons &, 6). Comme cette case
contient un“ \” nous ajoutonsA a notre suite{s = ys = A). Puis nous allons a la case
(5,5), puis(4,5), et nous ajouton® a notre suite etc... En notant bien que nous construisons
notre LCS de la droite vers la gauche (donc en commencana fiigy) nous obtenons au final
(B,C, B, A) pour notre éléement dBC'S(X,Y).

Remarques(1) En modifiant un peu cet algorithme nous pouvons obtergr dascription de
tousles éléments déC'S(X,Y'), avec le méme temps de parcours.

(2) L'algorithme présenté ici nécessiten - n) en temps et espace. Nous verrons
plus tard qu'il est possible de construire un algorithme a@glexitéO(m - p) en temps et en
espace, op = lcs(X,Y).

4.4.3 Le plus-court-chemin-pour-toute-paire (Floyd-Warshall)

Soit G un graphe dont les arétes sont étiquetées avec dessamtiemeégatifs. La longueur d’'un

chemin dans le graphe est la somme des étiquettes des anétee chemin. Le probleme est
de trouver pour toutes les paires de sommets du graphe ladangu plus court chemin qui les

relie.

Par exemple dans la situation ci-dessus, le chémin 2 — 3 est de longueu? + 3 = 5.
Formellement, un graphe étiqueté est un graghe (V, £) (V est 'ensemble des sommetset
celui des arétes), muni d’'une application £ — R, qui associe a chaque aréte un réel, appelé
sonétiquette

112



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2012 .S chaaie o

La solution DP du probléme du plus-court-chemin-pourtdepaire a été découverte par
Floyd et Warshall. Soitv” = {1,...,n}. Alors I'algorithme se base sur I'idée suivante: Fixons
k < n. Pour toute paire de poinit j, nous trouvons le plus court chemin entet j, mais qui
n'utilise que les sommets . . ., . Nous commencons avéc= 1 et continuons en incrémentant
k jusqu’an.

Soitcf’j la longueur du plus court chemin entret j dont les sommets intermédiaires sont un

sous-ensemble dg, . .., k} (etc}; = co si un tel chemin n'existe pas). Nous posons aussi
CO _ UJ(Z,j) Si(iaj)EEa
U oo sinon.

Pourk > 1, nous avons (exercice: pourquoi?):

cf; = min{c; !, cﬁgl + ci}l} (4.13)

Dans le méme esprit que pour les deux problemes prét&£daous calculons et stockons
donc d’abord toutes les entréd?, puis toutes les entrée%, gue nous calculons en utilisant
(4.13) et les valeurs); déja stockées. Nous continuons ainsi en calculgiusqu'ak = n, en

utilisant a chaque fois (4.13) et les entré@‘s1 déja calculées.

Le temps de parcours de cet algorithme est clairer®ént), et il utilise un espac®(n?).

Exemple: Utilisons le graphe précédent. Quahd- 0 nous pour avons la matrice suivante:

o o0 oo 1 oo oo
0 0 3 o0 b o
00 00 0 00 oo 3
oo 1 oo oo oo
oo o0 o0 4 oo o
5 2 00 00 o0 o
Pourk = 1 nous avons
00 00 0 1 oo ™
o0 o0 3 o0 b ™
000 0 0 0 3
o 1 oo oo oo oo
oo o0 o0 4 oo o
5 2 00 6 o0 o0
k=2
0 o0 oo 1 oo oo
0 0 3 oo b o
000 0 0 0 3
© 1 4 oo 6 o
oo o0 o0 4 oo o
5 2 5 6 7 o

=
=
w
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Algorithme 29 APSP()

Input: G = (V, E), un graphe étiqueté avét= {1,...,n} et étiquettav: £ — Ry,

Output: Matrice (¢;;)1<i<n, OUc;; st lalongueur du chemin le plus court entet ;.
1. fori=1...ndo
2. forj=1...ndo
3 if (¢,7) € Ethen
4 cli, j] — w(i, j)
5 else

6: cli, j] « o0

7

8

9

end if
end for
. end for
10: for k=1...ndo
11: fori=1...ndo

12: forj=1...ndo
13: d=cy+ Ckj
14: if d < Cij then
15: Cij = d

16: end if

17: end for

18: end for

19: end for

20: return c
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k= 3:
o 0 oo 1 oo o
©x oo 3 oo 5H 6
0000 0 0 0 3
© 1 4 oo 6 7
oo o0 o0 4 oo o
5 2 5 6 7 8
k = 4.
o 2 5 1 7 8
oo oo 3 oo 5 6
00 00 0 00 oo 3
© 1 4 oo 6 7
~ 5 8 4 10 11
5 2 5 6 7 8
k =5:
oo 2 b5 1 7 8
o~ 10 3 9 5 6
00 00 00 o0 o 3
o 1 4 10 6 7
co 5 8 4 10 11
5 2 5 6 7 8
k = 6:
1325 1 7 8
11 8 3 9 5 6
8 58 9 10 3
12 1 4 10 6 7
16 5 8 4 10 11
5 2 5 6 7 8

Cette derniere matrice montre les chemins les plus contts ®outes les paires de sommets. Par
exemple la longueur du chemin le plus court entre le sondneéte sommeé6 est11.

4.4.4 Le Probleme 0/1-Knapsack (Sac-a-dos 0/1)

Supposons que nous avansbjets avec:

e des poidsuy, ..., w, € N,
e desvaleurs,...,v,,

e et un poids maximall” € N.
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La tache est de trouver un sous-ensensbfe {1, ...,n} pour lequel la somme
>

est maximale, et tel que

Comment pouvons nous trouver la valeur optimale?

L'algorithme naif regarderait tous les sous-ensembleflde ., n} et aurait donc un temps
de parcours exponentiel (rappelons que le nombre de s@@sndates possibles e3t). Nous
pouvons utiliser ici un algorithme DP, car le probleme arlgppiété structurelle suivante:

Si nous retirons I'objef de I'ensemble optimal, alors I'ensembkesultant doigtre optimal
pour le poids maximall” — w;,.

En effet, dans le cas contraire, la solution originale naispas optimale.

Soit ¢, la valeur de la solution optimale en n’utilisant que les tdje. . ., 4, et si le poids
maximal estv. Nous avons alors

0 sit=00uw =0,
Ciwy = Ci—1w Si w; > W, (414)
max{v; + C¢;—1w—w;, Ci—1w} Sii > 0etw > w;.

Comme pour les trois problemes précédants, nous allaliesler et stocker les entrées,
ligne par ligne. A chaque fois la valeur dg, sera calculée en utilisant (4.14) et les entrées de
déja stockées. Nous obtenons donc I'algorithme suivant
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Algorithme 30 KNAPSACK(w, v, W)
Input: w = (wq,...,w,),v=(vy,...,0,), W €N
Output: ValeurV telle queV = max ), ¢ v; pour toutS C {1,...,n} avec) . qw; < W.
1. forw=0...W do
2. Cop <0
3: end for
4: fori=1...ndo
5 Cio < 0
6: forw=1...Wdo
7
8
9

if w; < wthen

if Vi + Ci—1w—w; > Ci—lLw then
: Ciwy = Vi + Cim1w—w;
10: else

11: Ciw = Ci—1,w
12: end if

13: else

14: Ciwy = Ci—1,w
15: end if

16: end for

17: end for

18: return c, .

Le temps de parcours de cet algorithme est clairem®@¢nil’) (boucles aux lignes 4 et 6). Il
est donc bien meilleur que I'algorithme naif qui est expuie enn.

Exemple: Supposons que notre poids maximalést= 20, et que nous avorisobjets avec les
poids et valeurs suivants:

Objet| 1 [2]3]4]5
Valeur| 19|11 (10| 12|21
Poids| 3 |6 | 5| 4|12

Le parcours de I'algorithme peut &tre décrit par le grgphici-dessous:
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LigneodeC | 0] o] o] o 0| o] o] o] o] o] o] 0]

Valeur 19, Poids 3 \\\\
Yyy !

Ligne1deC | o] o] 0]19]19] 19[19]19|19]19[19]19|19]19]19]19|19]19]19]19]19]

Valeur 11, Poids 6 \\\
vy vy vy Yyoyy

Ligne2de C | 0] o] 0]19]19] 19]19]19]19]30[ 30| 30| 3d 30 30 3p 3p do do 3o

\

YV VY V vy w !&

Ligne3de C | 0] o] 0]19]19] 19[19]19 2#30 30 30 30 30| 4q 40 4p 4b 40 4o 4

Valeur 12, Poids 4 \\\\
YV VY Yy w

LigneadeC | 0] o] 0]19]19]19]19]31] 31 31J 3] 31 41 4o 4 42 42 b2| B2

\

[N

Valeur 10, Poids 5

|_\

Valeur 21, Poids 12 \
\

\\\
Y Y Y Y vy VY Y VY VY Y VVV\'
Ligne5de C | o] o] 0]19]19]19]19]31] 31| 31 31L 31 4ﬁ 4& 42 42 2 h2| b2
La valeur maximale est donc 52. Il y a deux ensembles d’oljjetatteignent ce maximum:
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4.5 UN ALGORITHME PLUS RAPIDE POUR LE PROBLEME
LCS

Soient X etY deux suites de longueur et m respectivement, avee < m. Nous constru-
irons dans cette section un algorithme qui trouve un éfémeZC'S(X,Y’) en temps et espace
O(mp), oum est la longueur d& et p = lcs(X,Y). Rappelons que l'algorithme pour le
probléme LCS vu dans la section 4.4.2 avait un temps de pe€gmn).

Nous commencons par étudier 'ensemble= {(i, j) | X; = Y;} de tous les éléments qui
se correspondent danSetY'.

Exemple: Si X = (B,D,C, A, B, AyetY = (A, B,C, B, D, A, B) (Comme pour I'exemple
de dans la section 4.4.2), 'ensemblé peut &tre représenté par les points dans le diagramme
suivant:

i 1 2 3 4 5 6
A (suite X)

(o8]

N~ o o~ w N R
W > U w O w >
.

.

(suite Y)

Considérons la relatior sur (N x N) définie comme suit:
(k) < (K,I') <= k<K ANl<I.

Cette relation définit unrdre partielsur 'ensemblel/. (Rappelons qu’un ordre partiel est une
relation transitive et asymeétrique.)

Remarque: Comme<x n’est pas un ordre total, il se peut glieait des éléments non-comparables.
Par exemple, pout, 1), (3,3) € M nous n'avons n{4,1) < (3,3), ni (3,3) < (4,1).

Un sous-ensembl@ C M ne contenant que des éléments comparables s’appeltEheime
Une antichdne A C M est un sous-ensemble dans lequel il n'y a pas deux élergantont
comparables.

Exemple. Quelgues chaines:

119



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

i 1 2 3 4 5 6
B DCAGB A
[ ]

®
N

N~ o 0o~ W N P
W > U 0O W >

Il est clair qu’une chaine correspond a un élément dasicX, Y). Ici nous avons

(B, D)
(B,C, A, B)
(A, B, A)

11

Exemple. Quelgues antichaines:

N~ o o~ W NP
W > 0 0O W >

Notre but est donc de trouver une chaine de longueaximale Nous regardons d’abord
un lien intéressant entre chaines et antichaines. Baquligeer ce lien, nous avons besoin de
la notion dedécompositiord’'un ensemble fini et partiellement ordonné. C’est un erdem
d’antichaineq A;, A,, ..., A, } tel que chaque élément dé est contenu dans au moins une des
Ai:

M=AU---UA.

Unedécomposition minimalest une décomposition contenant aussi peu d’antichgueepos-
sible.
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Théoreme 4.3 Dans un ensemble fini et partiellement ordén, la longueurp d’'une chane
maximale eségalea la taille d’'une cecomposition minimale d&/.

Preuve. Soit{A, ..., Ax} une décomposition minimale d¥, et soitC' une chaine maximale
avecp élements. Sk < p, alors il existec, ¢ € C, ¢ # ¢, tels quec et ¢ sont dans la méme
antichaine (par le principe des tiroirs). C’est impossikt dond: > p.

Pour montrer qué < p, nous construisons une décompositiorpeamtichaines. Ainsi s'il
existe une décomposition erantichaines, alors une décomposition minimale auraicement
au plusp antichaines. Poure M, soit/(c) la longueur d’'une chaine maximale avec plus grand
élemente. Si{(c) = ¢(c), alorsc et sont incomparables (Pourquoi?). Donc

Aj={c|le) =i}, 1<i<p
formentp antichaines qui couvrent/. |

La construction de la preuve dans notre cas est comme sulit:

] 1 2 3 4 5 6

N~ o o~ W NP
@ >» 0O O ® >»
®

Le lemme suivant suggere qu'’il est facile de calculer uradmh maximale a partir de cette
décomposition.

Lemme 1 Soit{A,..., A,} la décomposition minimale d& telle que
A ={c|lc)=1i}, 1<i<p,
comme @crite ci-dessus. Sdit< i < p. Alors nous avons

Ve, € Az de;_q € Ai,1 tel quec;_1 K ¢;.
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Preuve.Si¢; € A;, alors/(c;) = i, et il existe une chaine
m K< Mg L - <Km KX G

Commem; < my < --- < m;_1 hous avong(m;_1) > i — 1. Mais¢(m;_,) > i n'est pas
possible, puisque ceci impliquerdit;) > i + 1. Donc,{(m;_1) =i — 1,i.e.,m;—; € A;_1. On
choisit donce;_; := m;_;. [ |

Pour obtenir une chaine de longueur maximale, nous cononeravec un élement € A,
quelconque, puis nous choisisseps; € A, ; avecc,_; < c,; ensuite nous choisissons » €
A,_o avece,_, < ¢,_1, etc. Ceci nous fournit une chaine compléte de longpeur

Cl<<02<<“‘<<0p71<<6p,

et par conséquent un élémentd@S(X,Y).

Il ne reste donc plus qu’a trouver une décomposition maéfi4,, ..., A,} de notre ensem-
ble M. Nous Pour ce, Nous construisons nos antichaines de hdagtserNous parcourony
ligne par ligne, en ajoutant le poifit j) a 'antichaineA,, si et seulement s'’il ne se trouve pas a
droite du point le plus a gauche deg. Nous appelons;, la colonne du point le plus a gauche de
Ak.

Pour I'exemple ci-dessus nous obtenons:

e Ligne 1: Nous ajoutons$l,4) et (1,6) a A;, et nous avons dong = 4. Pour l'instant nous
n'avons qu’une seule antichaine non vide:

i 1 2 3 4 5 6

1 A *——o

X

e Ligne 2: Le premier point sur la ligrizest(1, 2). Il est dans la premiere colonneleK s; nous
I'ajoutons donc &4;. Le prochain point est2, 5), cette fois commé > s; nous ne l'ajoutons
pas aA;. Par contre I'antichaind, est vide nous ajoutons doif2, 5) a A,. Ainsi maintenant
s; = 1 ets, = 5. Nous avons donc deux antichaines non vides:

i 1 2 3 4 5 6
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e Ligne 3: Le seul point sur la ligngest(3, 3). Comme3 > s; nous ne l'ajoutons pas4,;. Par
contre3 < sy, Nous ajoutons don@, 3) & As. Ainsi maintenant; = 1 ets, = 3. Nous avons
toujours deux antichaines non vides:

i 1 2 3 4 5 6

<

hN

w N e
O W r

e Ligne 4: Nous ajoutonét, 1) a A; et(4,5) a A3. Donc maintenant; = 1, s, = 3 etss = 5.
Nous avons} antichaines non videst; = {(1,6), (1,4),(2,1),(4,1)}, Ay = {(2,5),(3,3)} et
A3 ={(4,5)}:

i 1 2 3 4 5 6

A W DN PP
WO W >

X
N AN

etc.

Cette procédure est réalisée par I'algorithme suivant:
Dans cet algorithme nous avons

e ; représente la ligne actuelle dé étudiée.

e Alk] représente I'antichainé.

e s[k| représente la colonne actuelle la plus & gauche de Ita@itieA;.

Remarquons quejj] = n + 1 si et seulement sil; est vide. A la fin de I'algorithme, le
nombre d’antichaines non vides est égal a

p = max{k | s[k] < n},

et les antichaines construites sont stockées dris1 < k£ < p.
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Algorithme 31 FASTLCS(X,Y)
Input: SuitesX etY’, de longueurs. etm.
Output: La décomposition minimale4,, ..., A,) delM, telle queAd; = {c | {(c) =i}, oul(c)
est la longueur d’une chaine maximale avec plus grandeiéc.
1: Construire I'ensemblé/ = {(i,j) | X; =Y}
2.fork=1...ndo

3 slk]e—n+1

4. Alk] <0

5. end for

6: fori=1...mdo

7. |« min{k| (i,k) € M}

8 k1

9: whilel <ndo

10: if { < s[k] then

11: Alk] — Ak]U{(i,j) e M |1 <j < s[k]}
12: temp «— sk

13: slk] <1

14: [ —min{j | (i,j) € M N j > temp}
15: end if

16: k—k+1

17:  end while

18: end for

19: p < max{k | s[k] < n}.
20: return (A[1],..., A[p]).
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Théoréeme 4.4 L’algorithme ci-dessus a un temps de parcourgsde:p), oup = les(X, Y).

Preuve. Exercice. [ |

Remarque: Une fois que nous avons trouvé cette décomposition mieiid, ..., A,) de M
nous utilisons le Lemme 1 pour en déduire une chaine deieurgmaximale. Nous la constru-
isons de la droite vers la gauche.

Dans I'exemple ci-dessus nous commencons par prendriéomeit ded,, = A4, disons(6, 6).
Puis le Lemme nous dit qu'il existe un éléeméntj) € A; avec(i,j) < (6,6), prenons par
exemple(4, 5). Ensuite il nous faut un élément di, (prenong3, 3)) et finalement un élément
de A, (prenong2, 1)).

Puisque nous I'avons construite en commencant a draiteg ghaine est

((2, 1), (3.3), (4.5), 6. 6)),
et donc la sous-suite commune correspondante est

(B,C, B, A).
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Algorithmes gloutons

Pour résoudre certains problemes d’optimisation, ilisdé faire un choix localement optimal &
chaque pas de l'algorithme. En effet, dans certain cas,am#lé de choix localement optimaux
mene a une solution globalement optimale. Ce fait est aur cles algorithmes gloutons: un
algorithme glouton fait toujours le choix qui lui semble leitfeur sur le moment. Aprés I'étude
d’'un exemple typique, nous étudierons les aspects pangiple stratégies glouton. Ces straté-
gies seront illustrées a 'aide des exemples du probléensac a dos et du code de Huffman,
utilisé dans la compression des données.

5.1 EXEMPLE: HORAIRES DE SALLES DE COURS

Cet exemple concerne le probleme de I'ordonnancemenudéepirs activités qui rivalisent pour
l'utilisation exclusive d’une ressource commune, I'obieetant de sélectionner un ensemble de
taille maximale d’activités mutuellement compatibles.

Probleme:n professeurs veulent utiliser la méme salle de cours. Ghagofesseur a une
préférence pour un intervalle de temps: Le profesgewgut utiliser la salle dans l'intervalle

[Sia fz)
La tache de I'organisateur est de trouver un plus grandensemble (c.a.d. un ensemble de
taille maximale)A deS = {1,...,n} telque pour,j € A,7 # j,ona

[si, fi) N [s5, f5) = 0. (5.1)

La stratégie gloutonne est la suivante:
Nous trions d’abord les intervalles selon leur temps @%fy,"afin d’avoir

< o< < fh.

On peut faire ce tri en tem@3(n log(n)). Puis I'algorithme opére de la maniére suivante:

Théoreme 5.1 L'algorithme GREEDYSELECTOR satisfait le nombre maximal de @érences.
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Algorithme 32 GREEDYSELECTOR(s, f)

Call: GREEDYSELECTOR(s, f)
Input: s et f sont des tableaux de longueurf; < --- < f,.
Output: Sous-ensembld de{1,...,n} vérifiant (5.1).
. n « lengthl[s]
A — {1}
J—1
fori=2,...,ndo
if S; > fj then
A— AuU{i}
Jet
end if
end for
creturn A

e NI RN R

=
o

Nous donnons maintenant une preuve de ce théoreme.

Preuve.SoitS = {1,2,...,n} 'ensemble des indices des préféerences. La préferenméalisée
par I'algorithme, a le temps d’arrét le plus tGt Nous montrons qu’il y a une solution optimale
avec le premier choix fait par I'algorithme, que nous appsltchoix glouton 1”.

Soit A C S une solution optimale. Supposons que A a le temps d’arret minimal dans
cette solution, i.e k vérifie f,, < f; Vj € A. Sik = 1, nous avons fini. St > 1, nous pouvons
remplacerd parA’ = (A \ {k}) U{1}, commef; < f; par hypothése. Ainsi, il y a une solution
optimale avec le choix gloutohque nous noterons de nouveau aviec

Apres ce choix, nous appliquons la méme stratégie agfepnces restantes.
S/Z:{i€S|8iZf1}.

Alors, A\ {1} est une solution optimale pout: si la solution optimale3’ pour S’ est plus
grande queld \ {1}, alorsB’ U {1} serait une solution pouf avec plus d’éléments qué, ce qui
contredit I'nypothese qud est de taille maximale.

En appliquant une induction, on prouve le théoreme. [

5.2 ELEMENTS D'UNE STRATEGIE GLOUTONNE

Un algorithme glouton est un algorithme qui maximise sorfipeochaque étape. Ce n’est
pas toujours la bonne méthode pour résoudre un probléoptirdisation. Exemple: les flux

de traffic! Si chaque conducteur optimise son propre proéihague point, alors la solution
convergente sera typiquement la pire pour tout le monde.
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Comment peut-on décider si un probleme d’optimisatiart pé&re résolu de maniere optimale
en utilisant une stratégie gloutonne? Il n’y a pas de reqghéral pour ce faire. Néanmoins, un
algorithme glouton se propose si les propriétés suigssuat verifiees:

Stratégie Gloutonne:I'optimum global peut étre atteint par une suite d’optiteaaux Ceci
doit étre prouvé dans chaque cas inviduel.

Sous-structure optimale: un probleme d’optimisation possede une sous-structotienale
si une solution optimale est composée de solutions optisde sous-problemes.

Cette deuxieme propriété est exploitée par la progratiom dynamique ainsi que la méthode
gloutonne. Dans I'exemple de la section précédente neussavu que pour une solution opti-
male A du probleme de la salle de cours]st A, alorsA’ = A\ {1} est une solution optimale
pour les préferences dafs= {i € S | s; > f;}.

5.3 GLOUTON COMPARE A LA PRQGRAMMATION DYNA-
MIQUE: LE PROBLEME DU SAC A DOS

Le probleme du sac a dos 0/1 a été présenté au chapgtégent. Nous considérons une version
affaiblie de ce probleme: lgrobleme du saé dos rationnel Supposons que nous ayons

e n objets de poids,, ws, . .., w,
e devaleurs, vs,. .., v,

e et un poids maximall’ € N.

La tache est de trouve; € Q, 0 < z; < 1,tel qued_ " | z;w; < W etla somme

n
E T4
i=1

soit maximale. La difference entre le probleme du sacsaGl et celui du sac a dos rationnel
est donc que ce dernier permet d’ajouter des morceaux dsotiges le sac a dos, tandis dans le
sac a dos 0/1, on choisit chaque objet soit en complet, asitip tout.

Le probléme du sac a dos rationnel peut étre résoludel'dun algorithme glouton:

e Pour chaque nous calculons la valeur relative/w;.

e Trier (enuntemp®(nlog(n))) les objets selon leurs valeures relatives. Apres rexiatien
nous aurons alors
U1 Vo
—>=>...>2

wy  Wo Wy,
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e Trouver l'incidem avec
m—1 m
=1 =1

On inclut alors les objets, . .., m — 1 compléetement, et de I'objet la fraction

m—1
W= w
’7771 T )
W,

Les autres objets sont laissés en dehors du sac a dos. &@ned’'germesg; = - --
Tmo1 =1,y =Y, €ty =+ - =2, = 0.

Exercice Prouver que ce choix des est optimal!

La méme procédure ne donne pas nécessairement un@salptimale du probleme de sac
a dos 0/1. Par exemple, considérons l'instance suivante:

L ¢ J1]2]3]
w; 10| 20 | 30
v 60 | 100 | 120

La solution optimale de cet exemple est donné par le chaxothget 2 et 3 pour une valeur
totale de 220 et un poids de 50. Une solution incluant I'oijedont la valeur relative est
maximal, ne peut pas étre optimale.

Pourquoi cela? C’est parce que dans le probleme du sacGase solution optimale d’'un
sous-probleme ne s’étend pas nécessairement a urtosalptimale du probleme plus grand.
La programmation dynamique prend en compte toutes lesi@otuties sous-problémes, et non
pas seulement les meilleures. Donc, la programmation dignenfonctionne dans ce cas, alors
gue la stratégie glouton échoue.

54 CODES DE HUFFMAN

Le codage de Huffman est une technique basique paortgression sans perfossless com-
pression. Par la suite on parlera de codeldagueur fixesi tous les mots du code ont la méme
longueur. Si ce n'est pas le cas, on dira que le code dsihd@eur variable

Exemple: Considérons un fichier contenant 100000 lettres de I'alphaletd, ¢, d, e, f}. (l.e.,
w est un mot, appartenant a 'ensemble b, c, d, e, f}1°°%) Le motw doit &tre stocké en
représentation binaire.
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Si nous utilisons un code de longueur fixe, alors nous desnieprésenter chacune des six
lettres avec trois bits. Par exemple:

a = 000 ¢ = 010 e = 100
b = 001 d = 011 f = 101.

Ceci résultera en 300000 bits pour une représentaticairbide ce fichier.

Un code de longueur variable est en général bien meillewncgcode de longueur fixe, parce
gu'il est possible d’assigner des suites binaires plustesusux lettres qui apparaissent plus
souvent. Pour l'utiliser, la frequence des lettres doie @onnue. (Ldréquence d’une lettrest
sa probabilité d’apparition. Par exemple25?; de toutes les lettres du mot sont désalors la
fréquence del est0.25.)

Exemple:

| Lette] @ | b | ¢ | d | ¢ | [ |
Fréquence 0.45| 0.13| 0.12| 0.16| 0.09 | 0.05
Représentation (code) O | 101 | 100 | 111 | 1101| 1100

Ce code a seulement besoin de 224000 BiE8A0 - 1 + 13000 - 3 + 12000 - 3 + 16000 - 3 +
9000 - 4 4+ 5000 - 4) et est 25% plus efficace que le code de longueur fixe comnré dédessus.

Par la suite, nous verrons une technique (la méthode dentdnif qui permettra de trouver
le code de longueur variable le plus efficace pour un alphahsst fréquences des lettres donné.
Mais d’abord, il faut préciser la terminologie. S6itun alphabet fini.

Un code binairepour C' est une application injective
E:C —{0,1}".
Comme déja annoncg, si tous les mots binaires dans I8rdad’ ont la méme longueur, alors
on dit que le code est wode de longueur fixesinon c’est urcode de longueur variable

Dans cette section, on écritgc, - - - ¢, le mot de longueun et de lettres; € C. Aussi, Sia
etb sont deux mots quelconques, nous notons le mot obtenu exppsdnt etb parab, a moins
gu’il y ait une ambiguité.

Un codagevia F est I'application (aussi notée pai) suivante:
E ct — {0,1}*
c1--cp — E(cr)---E(cy).

Autrement dit, le codage du mat - - - ¢,, se fait en codant chaque lettrandividuellement et en
juxtaposant les mots obtenus.

Si E estinjective su' ", alors on dit quel estuniquement écodable Dans ce cas, chaque
mot de codeF(c;) - - - E(c,,) posséde une unique préimage et I'application

D:E(cy) - E(cp) 1y
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s’appelle urdécodagepour E.

Un code sans g@fixeqprefix-codg est un code pour lequel aucure Image E') est le préfixe
d’'un autre élément dans Image). Nous mentionnons le théoréme suivant sans preuve.

Théoreme 5.2 La compression optimale de da¥es sans perte est toujours possible en utilisant
un code sans j&fixes.

Il est possible de représenter des codes binaires par bies drinaires. L'exemple suivant
illustre comment ceci se fait, et le paragraphe suivant demansuite une description précise du
lien entre arbre et code.

Exemple: Code de longueur fixe:

a:045 | |b:0.13 | [c:0.12

L'arbre ci-dessus représente le code de longueur fixe palphbbet{a, b, c,d, e, f} vu avant.
Le codage de la lettre se lit sur les arétes du chemin racine-

Nous avons vu que cet arbre n’est pas optimal: le fichiétait plus long que nécessaire.
L'arbre du code de longueur variable de 'exemple prénédst représenté par I'arbre suivant:
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a:0.45

f005 e:0.09

Nous verrons que ce code est optimal, dans un sens a précise

e Mais que veut dire “optimal”, et comment prouve-t-on qu’uhra (ou un code) donné est
optimal?

e Comment trouve-t-on des arbres optimaux, pour alphabe¢guénces donnés?

5.4.1 Codes representés par des arbres binaires

Un arbre binaire étiqueté est un arbre binaire racinéimium étiquetage de ses arétes pat 1
tel que les étiquettes le long des arétes des descendantdifferentes pour chaque sommet.

SoitC' un alphabet fini donné avec les frequengés, ¢ € C'. Les frequences sont des nom-
bres réels entre et 1 dont la somme vaut. (Donc, f(-) définit une distribution de probabilités
surC.)

Un arbre de compressiopour C' est un arbre binaire étiqueté dont les feuilles sont en cor
respondance biunivoque avec les éléments de l'alphalgen les sommets ont des poids. Le
poids d’une feuille est la frequence de I'élément agsdains I'alphabet. Le poids d’'un sommet
interne est la somme des poids de tous ses descendants.direct

Le code associé a un arbre de compression est I'ensemtdatés les suites binaires obtenu
en juxtaposant les étiquettes des arétes pour chaquercera racine a une feuille.

Théoreme 5.3 Le code assoéia un arbre de compression est un code sargipes.
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Soitdp(c) la profondeur de I'élémentde I'alphabet dans I'arbre de compressiBnAlors
dg(c) est la longueur du mot de code associe &a longueur moyenne d’'un mot de code est

alors
A(B) = f(c)dp(c)

si 'on choisit les lettres & encoder selon la f@t), i.e. une lettre: fixée est choisie avec proba-
bilité f(c). La longueur moyennd(B) est aussi appelée o0t de I'arbre de compression.

Un arbre de compression exitimalsi son cot est minimal pour I'alphab@tet les fréequences
fle),ceC.

5.4.2 Le codage de Huffman

Le codage de Huffman est une méthode de construction diwe de compression optimal pour
un alphabet avec des frequences données. Cette méttadaénaentée par David Huffman en
1952 alors qu'il était encore étudiant.

Cette méthode construit I'arbre optimal de bas en hbott¢m-up), et c’est un algorithme
glouton. Nous introduirons d’abord cette constructionsiite nous prouverons I'optimalité de
la construction. Puis nous discuterons des structures nieéds adaptées a une implémentation
de cet algorithme.

La technique de base

1. Commencer avec autant d’arbres qu’il y a d’élements datphabet: Associer aux arbres
(avec une seule feuille) I'élément correspondant deliabet et sa frequence.

2. Tantqu'ily a plus d’'un arbre:

i. Trouver deux arbres de frequence minimale.

ii. Combiner les arbres en un, en utilisant 'un des arbreasme sous-arbre gauche et
l'autre comme sous-arbre droit. Etiquetter le sous-arbarege aveo, et le sous-arbre
droit avecl. Etiquetter la racine du nouvel arbre avec la somme des adg deux
sous-arbres.

5.4.3 Implémentation de I'algorithme de codage de Huffman

Nous utiliserons ungueuea priorité ) pour cette tachey) contiendra les éléments de I'alphabet
ainsi que leurs fréquences, f(c)). Les éléments sont ordonnés par fréquence, de la ptite pe
a la plus grande.

La queue aura une fonctiarel et em n qui efface I'élement avec la plus petite frequence.
La meilleure fagcon d'implémenter cette structure de d@snest d’utiliser un binary heap. Nous
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Algorithme 33 HUFFMAN(C, f)

Input: Un ensemble de caracterége taillen = |C]. (Q est une queue a priorité ordonnée par
frequence, initialement vide.)

Output: Arbre de compression Huffmdh pour I'input.

1: for ce C'do

Enqueug((c, f(c)), Q).

3: end for

4:fori=1,....,n—1do

5. Créer un nouveau sommet

6:  left_child = deletemin(Q)

7.

8

9

N

right_child = deletemin(Q))
f(2) = f(left_child) + f(right_child)
. Lesfils dez deviennenteft_child et right_child
10:  Enqueud(z, f(z)), Q).

11: end for

verrons cette structure dans le chapitre suivant, danelewqus étudierons dedgorithmes de
tri.

Le colit de cet algorithme est égal au colt 2les— 1) del et emi n’s et desn enqueue.

Si  est implementée par un binary heap, ces opérationsmOtéog(n)), le colt total de
I'algorithme sera alors égal@(n log(n)).

Nous verrons des binary heaps dans le chapitre suivant,lelgmsl nous étudierons des al-
gorithmes de tri.

Exemple: Voici comment I'algorithme opére sur 'exemple préseat début de section:

1. Mise en place d&:

f:0.05 e:0.09 c:0.12 b:0.13 d:0.16 a:0.45
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laboratoire d'algorithmique
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

2. i=1lavecf(z) = 0.14:

c:0.12

b:0.13

3. i=2avecf(z) = 0.25:

A\

:0.05

e:0.09

4. i =3avecf(z) = 0.30:

c:0.12

X

b:0.13

d:0.16 a:0.45
0 1
f.0.05 e:0.09
d:0.16 @ a:0.45
0 1
c:0.12 b:0.13
@ a:0.45
0 1
@ d:0.16
0 1
f:0.05 e:0.0
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laboratoire d'algorithmique
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

5. i =4 avecf(z) = 0.55:

a:0.45

6. i =bavecf(z) = 1:

a:0.45

b:0.13

d:0.16

:0.05

e:0.09

b:0.13
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5.4.4 Optimalité de I'algorithme de codage de Huffman

Nous voulons montrer que I'arbre de compression Huffmaembgavec une pairg”, f) ou C
est un alphabet fini et est une distribution de probabilité a un colit optimal.

Soitz I'elément deC qui a la plus petite frequence gt'€lément deC' qui a la seconde plus
petite frequence. Nous montrons dans un premier tempbeayigte un arbre de compression
optimal dans lequet ety ont le méme parent.

Soit T un arbre de compression optimal. Notons @ueeut étre transformé en un arbre op-
timal 77 dans lequek a une profondeur maximale : g8in’a pas déja une profondeur maximale
dansT, il existe un élément dans7’ qui a une profondeur maximale &ta) > d(z). Par hy-
pothésef (z) < f(a). En interchangeant eta dans7’, on obtient un autre arbre de compression
T:.Ona

A(T) = A(h) = (f(a) — f(x))(d(a) — d(x)) = 0.

On constate qué(a) = f(z) et queA(T') = A(T}). Ensuite, nous montrons quea un frérez
dansT;. Dans le cas contraire,peut étre “monté” et a une profondeur plus petite, et dédait
le colit deT7, ce qui contredit 'optimalité d€’. Notons que par hypothéese syrnous avons
f(z) > f(y). Eninterchangeantety, on obtient un autre arbre de compressionNous avons

A(TY) = A(Ty) = (f(2) = F(y))(d(2) — d(y)) = 0.

Commed(z) > d(y) (Notons quei(z) est la profondeur maximale daf$), nous voyons que
A(T)) = A(T3). Finalement, on a construit un arbre de compression optiarad lequel: ety
ont le méme parent.

Pour montrer que l'arbre de Huffman est un arbre de commesgitimal pourC, f), nous
procédons par induction sur, le nombre de caractéres dafis Si |C| = 2, il n'y a rien a
montrer.
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Supposons maintenant qi@€| > 2. Soit le nouvel alphabef’ = C' — {z,y} U {z}, qui
contient|C| — 1 éléments et olf(z) = f(x) + f(y). Par hypothése d’induction, I'algorithme de
Huffman construit un arbre de compression optiffiglour C'. Supposons que le colt de I'arbre
de Huffman surC' n’est pas optimal, et soif; un arbre de compression optimal pdurdans
lequelx ety ont le méme parent (un tel arbre existe par la preuve cibd@s€ommer ety ont
le méme péere darg, on a

AT) = A(T) —d(2)(f(z) + f(y) + (d(z) + D (f() + f(y)

A(T) + fz) + f(y)-

De la méme maniered(T) = A(T) + f(x) + f(y), ouT; est obtenu d&; en enlevant ety
et en donnant & 'ancétre communadety la valeurf(z) + f(y). Comme, par inductiord (7'
est optimal, on a

AT) = AT+ f(z) + f(y)

1A
o
= 4
o+
o
=
+
s
S

Par optimalité d€", on voit queA(T") = A(7}), etdoncT est un arbre de compression optimal.

138



0]
Algorithmes de tri

On estime que plus de 25% du temps de calcul utilisé comailensent est passé pour faire des
tris (sorting. Le développement de méthodes de tri puissantes estidengtile et important.

Qu’est-ce que “trier”, et que signifie “étre efficace” damsoontexte? Le probleme du tri
peut étre énoncé de maniere précise comme sulit:

Probleme: Tri

Input: Des objets, ..., sy_1, dont chacun est muni d’'une diéappar-
tenant a un ensemble totalement ordonné (par exeffipte)).

Output: Permutationr de0,..., N — 1 telle quek, ) < krq) < -+ <
Er(n=1)-

Nous développerons des algorithmes de tri qui n'utilispe des comparaisons entre les
clés. Nos algorithmemodifierontl'input afin d’obtenir un output pour lequel les clés seront
triees dans 'ordre croissant.

De maniere générale, on distingue les algorithmes detéines et externes:

e Les algorithmes de tinternessupposent que I'acces aléatoire a chaque élémenbsst p
sible avec le méme colt. C’est le cas si les données sotgstgtockées dans la mémoire

vive.

e Les algorithmes de texternesupposent que objets sont stockés sur des média exterieu
et qu’ils ne peuvent pas étre accédés avec le méme temps.

Dans ce chapitre, nous regarderons uniquement des algestte tri internes.

Nous supposons que les clés sont des nombres entiers, lesquigets sont stockés dans un
tableau (array). Nous pouvons représenter les objetsr&umes (que nous appelons aussi des
eléments) avec la structure
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typedef struct {
i nt key;
Payl oad P;

} el enment;

et nos objets sont stockés dans un tableau

el ement a[N];

6.1 ALGORITHMES ELEMENTAIRES
Dans cette section nous étudierons quatre algorithmes:de t

e Selection Sort
e Insertion Sort
e Shell Sort

e Bubble Sort

Quand nous mesurons les temps de parcours de ces algoriimmesegardons deux pro-
priétés:

e Le nombre de comparaisons de ésC

e Le nombre de mouvements\/ (déplacements)

Dans les deux cas nous nous intéressons au meilleur demugaise des cas et au comporte-
ment moyen. Typiquement, il faut aux méthodes décrites datte sectio®(N?) comparaisons
de clés pour trielV objets dans le pire des cas.

Remarque: Techniguement, umouvementonsiste a copier un élément d’'un endroit vers un
autre (par exemple d’'une position dans le tablesars une position en mémoire). Cependant, la
plupart des algorithmes dans ce chapitre font exclusiveénesechangesi’eléments (échanger
I'elément a la positior[:] avec celui a la position|j]).

Formellement, pour faire un échange il f8uhouvements (on copie le contenudé vers une
position temporairé en mémoire, on copie le contenu @dg| versali], et on copie finalemerit
versal[j)).

Cependantous compterons ugchange comme un seul mouvememnteffet nous nous intéressons
surtout au comportement asymptotique des algorithmesc(dweec la notatior), et celui-ci
reste le méme si le nombre de mouvements est multipliépacanstante.
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SoientCyin(N), Crax(N) €t Cye(N) le nombre de comparaisons qu'’utilise un algorithme
dans lameilleur casle pire des caset lecas moyejrespectivement. Par “cas moyen”, on entend
le comportement de I'algorithme en moyenne, en supposantigague permutation possible de
I'input a la méme probabilitéC,,, (V) est donc lesgerancedu nombre de comparaisons.

De méme, nous notons pal,,i,(N), Muax(N), et M, (N) le nombre de mouvements
effectués par un algorithme dansieilleur casle pire des caset lecas moyen(Nous rappelons
gu’un échange de deux élements est considéré commeulimsuvement.)

Remarques:

e (1) Quand nous parlons diemps de parcourd’un algorithme de tri nous voulons en
général dire la somme du nombre de mouvements et du norelmendparaisons dont il a
besoin.

e (2) Soita[0],...,a[N — 1] le tableau contenant nos objets. Nous abuserons parfoss de |
notation en disant par exemple que I'eléemelitest plus petit que I'élément;j] (alors que
formellement il faudrait dire quia clé de Ielementu[i] est plus petite que la&ll’élement

alj]).

e (3)Soital0],...,a[N —1] le tableau contenant nos objets. Quand nous parlopsssier
élementdu tableau (ou de la suite) nous voulons dif@, quand nous parlons dleuxéme
élementnous voulons dire[1]. Donc de la méme maniére quand nous parlons*##
élementde la suite nous voulons dirgi — 1].

Dans tout le chapitre nous posons les hypotheses suivantes

e Les clés sontles nombrés. .., N.

e Quand nous condidérons le comportentapniyende nos algorithmes, nous supposons que
les N'! permutations possibles des clés ont toutes la méme pitivdab

6.1.1 Selection Sort

L'idée de cet algorithme est de trier une suite en déteaintison plus petit elément, puis son
deuxieme plus petit elément, puis son troisieme plu, @c.

Plus précisément: Trouver la positigndu plus petit @lément dans la suite puis échangfgr
etaljo]. Ensuite, déterminer la positigh du plus petit 'élément parmi[l],...,a[N — 1], et
échangen[1] etalj;]. Nous continuons de cette maniére jusqu’a ce que towséasents soient
a la bonne position.

141



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Algorithme 34 SELECTIONSORT(a)

Input: Suitea d’€léments avec des clés entiéres.

Output: Transformation de telle quea[i].key < ali + 1].key pour0 <i < N — 1
1. fori=0,...,N—2do

2:  min <« ¢

33 forj=i+1,...,N—1do
4 if a[j].key < a[min].key then
5: min «— j
6: end if
7. end for
8: if min # i then
9 Echangen|min] etali]
10: end if
11: end for
Analyse

Nombre de comparaisons:Pour trouver le plus petit élément parmpossibilités, il faut tou-
jours faire/ — 1 comparaisons. Donc:

N—

Cmax(N) = Cmin(N) = Cavg(N) = Z(N —-1- Z) -

=0

[\

NN -1 _ O(N?).
2
Nombre de mouvements:Nous rappelons d’abord que 188 permutations possibles des clés
ont toutes la méme probabilite. Donc chacun des nomgres< k£ < N apparait a une position
donnée avec probabilitd /N .

On obtient:

Muax(N) = N —1.

Mumin(N) = 0 (laligne 9 de l'algorithme n’effectue I'échange
que s’il est nécessaire)

=

Man(N) - %4‘

—= 4...43=N—-In(N)—0O(1) (exercice)

=

Exemple
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Position O 1 2 3 4 5 6
15 2.43 17 4 7 47
1543 17 4 7 47
A3 17 15 7,47
17 1543 47

17, 43 47
43,47

Est-il possible de rendre I'algorithme plus efficace en sissant une meilleure méthode pour
le calcul du minimum a chaque étape?

Théoreme 6.1 N'importe quel algorithme pour le calcul du minimum delés utilise au moins
1 — 1 comparaisons (si seulement des comparaisonsé&esant admises).

Preuve (esquisse)On dessine le graphe qui a pour chacune éggrées un sommet, et qui a une
aréte entre chaque paire de sommets qui sont comparék féamule d’Euler pour les arbres
(c.f. section 1.3.1), si on effectue moins que 1 comparaisons, ce graphe n’est pas connexe.
Mais alors une composante peut étre strictement plus grgunel I'autre ou aussi strictement plus
petite, sans influence sur les résultats des comparaisons.

Mais le minimum se trouvera alors forcément dans des coames differentes dans ces deux
cas. Il s’en suit que dans un de ces cas au moins, I'outpuatplithme sera faux. |

6.1.2 Insertion Sort
Algorithme de base

L'idée est d’insérer les éléments un par un dans une stiie. En insérant[i|, il faut s’assurer
que la suitel[0], . . ., a[i — 1] est déja triée et insérefi] a la bonne position.

Cet algorithme peut &tre vu comme la méthode utilisé@ipgoueur de cartes qui place avec
la main droite les cartes distribuées, une a une, dans sagaache, en placant au bon endroit
chaque carte dans les cartes déja triees qu'il tient Bamsin gauche.

Exemple
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laboratoire d'algorithmique
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Algorithme 35 INSERTIONSORT(a)

Input: Suitea d’objets avec des clés entieres.
Output: Transformation de telle quea[i].key < ali + 1].key pour0 <i < N — 1

1. fori=1,...,N —1do
2. j—i—1

3t alf
4:  while a[j].key > t.key and j > 0 do
5 alj +1] — alj]
6: Jg—j—1
7:  end while
8 alj+1] —t
9: end for
Position O 1 2 3 4 5 6
J5..2.43 17 4 7 47
4317 4 7 47
A3 07, 4 7 47
1517 43 4. 7 47
151743 7. 47
a7,
Analyse

Nombre de comparaisons:Pour trouver a quelle position ajouterii& elementa[i — 1] dans

al0],...,a[i — 2], nous avons au moiriset au plug — 1 comparaisons a faire. On a donc
N
Coax(N) = ) (i—1) =O(N?)
1=2
Cnin(N) = N -1

Il est aussi possible de montrer que

Nombre de mouvementsPour insérer lg®meélementu[i — 1] dansa[0], . . .

Cavg(N) = O(N?).
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au moing et au plu + (i — 1) mouvements & effectuer (pourquoi?). Donc

Mpax(N) = 2(N=1)+ ) (i—1) = O(N?)

Muin(N) = 2(N —1),
et il est aussi possible de montrer que

M,y (N) = O(N?).

Binary Insertion Sort

Dans la version de base dedERTIONSORT, I'algorithme fait une recherche linéaire pour trou-
verdans:[0],...,a[i—1] la position & laquelle|i] doit &tre inséré. Cependant puisqi@, . . ., ai—
1] est triée, nous pouvons aussi utiliser I'algorithme déeeche binaire (ce qui réduit le nombre
de comparaisons nécessaires, mais pas le nombre de mousgme

Dans ce qui suit, nous supposons que la procedw&SBARCH(b, ) retourne, étant donné
une suite trieé de longueurV, la position; a laquelle il faudrait insérer pour queb reste triée.
Plus formellement, I'output doit vérifier 'une des} propriétés suivantes:

e j£0,N et blj— 1].key < z.key < b[j].key.

e ;=0 et z.key <b0].key.

o j=N et D[N —1] < z.key.

Par “insérerz & la position;”, nous entendons copieii| versali + 1] pour touti = N —
1,...,J, puis copier: versa[j + 1].

Algorithme 36 INSERTIONSORTBIN (a)
Input: Suitea d’€léments avec des clés entiéres.
Output: Transformation de telle quea[i].key < ali + 1].key pour0 <i < N — 1

1: Poser() := (a[0])
2. fori=1,...,N—1do
3:  Poserj « BINSEARCH(a"Y, ali])
4:  Insérera[i] dansa~V a la positionyj, et appeler la suite résultanté)
5. end for
Analyse

Nombre de comparaisonsiNous supposons que toutes les clés dans la suite sonttkstifPour
insérera[i] dans la suite"~Y, il nous faut faire une recherche binaire. Le nombre mininaem
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comparaisons pour insérefi| est donc|log,(i)|. Le nombre maximum de comparaisons est
[log,(i)]. Donc

N-1

ConN) = Y lloga(i)

< logy((N —1)1)
= O(Nlog(N)).

Pour desN arbitrairement grands, il existe des suites qui atteigoettie borne. De la méme
fagcon, poue le nombre maximal de comparaison on a

Cimax(N) = O(Nlog(N)).

Le nombre moyen de comparaisons de I'algorithme de rechedvaiaire estO(log(V)).
Ainsi:

Cavg(N) = O(Nlog(N)).

Nombre de mouvements:Le nombre de mouvements ne change pas avRSBARCH. Les
calculs restent donc les mémes que pour la version de bdsesSHRTIONSORT.

6.1.3 Shell Sort

Cet algorithme de tri a été développé en 1959 par D.LIISha définition suivante est la base
de SHELLSORT.

Définition. Soit0 < ¢ < N. On dit qu'une suite de cléky, ..., ky_; est/-triéesi pour tout
0<i< N —rtonak; < kiyy.

En particulier, une suite triée est donc la méme chosenguiuitel -triee.

L'idée est de choisir une suiteidcrémentsy, > h,_y > --- > h; = 1, et d'utiliser INSER-
TIONSORT pour transformer la suite originale en une suitdriée S;, puis d’utiliser de nouveau
INSERTIONSORT pour tranformerS; en une suité;_,-triée S;_;, etc, pour finalement obtenir

une suiteh; -triee (donc triee);. Un bon choix d’increments diminue le nombre de mouvements
nécessaires par rapportNSIERTIONSORT.

Exemple
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Positon | O 1 2 3 4 5 6
h,=5 15 2 43 17 4 7 47

h,=3 | 7 2 4317 4 15 47

A" P

h, =1 7 215 17 4 43 47

Quandhz = 5, on considere les sous-suites suivantes obtenues pamieat de 5:

15 7 e 75
2 47 BN o 47
43
17
4

Puis on remplace dans leur position originale les sougstiiges:
7T 2 43 17 4 15 47

Puish; = 3 et on considere les sous-suites suivantes obtenues pamest de 3:

7 17 47 mertonSot. oo q7 47

2 4 _IngerionSot, - 9 4
43 15 _InsertionSort 15 43

A nouveau, on remplace dans leur position originale les-saitss triées:
7 2 15 17 4 43 47

Le cash; = 1 revient a trier, avecNSERTIONSORT, la suite entiére.

Dans cet exemple, le nombre de mouvements est 6, par ogmositk 8 mouvements nécessaires
si I'on utilise le tri par insertion.

Analyse

La partie la plus importante est de trouver le meilleur chabis incréments pour que le
nombre de mouvements aussi petit que possible. Une réponsglete a cette question n’est
toujours pas connue. On peut cependant demontrer lestavants:
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Algorithme 37 SHELLSORT(a, h)
Input: Suitea d’€léments avec des clés entieres, suite d’'incrégient h;_ > --- > hy = 1.
Output: Transformation de telle quea[i].key < ali + 1].key pour0 <i < N — 1
1. for k=t,...,1do
2. h<+ h
3: fori=h,...,N—1do
4 v — alil
5: J—1
6: while j > h and a[j — h].key > v.key do
7
8
9

alj] < a[j — h]
Je—Jj—nh
end while
10: alj] < v
11: end for
12: end for

e Siune suite egt-triee et I'algorithme ci-dessus produit une suit&riée pourh < k, alors
la nouvelle suite reste-triée.

¢ Si une suite de longueuy est2-triée et3-triee, alors on peut la trier avec un passage de
INSERTIONSORT en utilisantN comparaisons.

e Pour toutn > 1, si une suite de longuewy est2n-triee et3n-triee, alors la suite peut étre
n-triee en un passage dedERTIONSORT en utilisantN comparaisons.

e Soitl = h; < hy < hy < --- la suite contenant tous les entiers de la fo2ti& pour
a,b > 0. Le temps de parcours de I'algorithmeiS.L SORT avec cette suite d'incréments
estO(N(log N)?) (nombre de comparaisons et de mouvements dans le pire des cas

6.1.4 Bubble Sort

L'idee de BUBBLESORT est tres simple: L'algorithme procede par étapes, @hague étape
nous parcourons la suite et comparons les élements at§acblous les échangeons s’ils ne
sont pas dans le bon ordre. Nous continuons ces étapesgusggu’il n'y ait plus d’échanges
nécessaires.

Apres la premiére étape (aussi appelé premier passdge)- 1] est I'élément maximal de la
suite. Apres le deuxiéme passaggy — 2| est I'element maximal parnail0], . . ., a[N —2] (donc
le 2°M plus grand 'élement de la suite). De méme, apré&maétape,a[N — i] est I'element
maximal parmia[0], . .., a[N — 4] (donc lei®™plus grand '&lément de la suite).

Donc apres I'eétapé I'élément maximal parmi[0], . . ., a[N — i] a été déplacé jusqu’a la fin
de cette suite (& la positiariN — i]); Comme une bulle qui monte & la surface de I'eau (et donc
le nombubble sor}.
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laboratoire d'algorithmique

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Exemple

o

1 2 3

Position 4

17 4 7 47
4
4

H
(6] ]
N
N
w

1¢" pass.
15 43 17 a7
15 17 43 a7
15 17 4 43 7 47
15 17 4 7 43 47
15 17 4 7 43 47
15 4 17 7 43 47
15 4 7 17 43 47
15 4 7 17 43 47

28Menass.

3¢mepass.

NN N NN DN DNDNDNDDNDNDDN

Résultat

Algorithme 38 BUBBLESORT(a)

Input: Suitea d’€léments avec des clés entieres.

Output: Transformation de telle quea[i].key < ali + 1].key pour0 <i < N — 1
1: Continue— TRUE
2:r«— N —1;
3: while Continue esTRUE do

4:  Continue— FALSE

5. fori=0,...,r—1do

6: if afi].key > a[i + 1].key then
7: Swapal[i] andali + 1]

8: Continue— TRUE;

9: end if

10: end for

11: r«—r—1
12: end while

Analyse

Meilleur cas: N — 1 comparaisons et pas de mouvements (si la suite est dea tr’

Com(N) = N1
Mpin(N) = 0.
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Pire des cas:Quand la suite est triee de fagon décroissante (poupPyuoi

CunV) = YEZD—0(v),

Mpax(N) = Z(¢—1):0(N2).

Cas moyen:On peut montrer (plus difficilement) que

Cave(N) = Mag(N) = O(N?).

Nous terminons ici notre discussion des algorithmes ddgémentaires. Nous étudions main-
tenant des algorithmes de tri plus sophistiqués avec dgsstee parcours bien meilleurs.
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6.2 QUICKSORT

L'algorithme QUICKSORT a été inventé en 1962 par C.A.R. Hoare. Le nom “quicksest’d(
au fait que c’est I'un des algorithmes de tri les plus rapoEsus.

Dans des applications typiques de tri, les éléments &ssaux clés peuvent &tre tres grands.
Par exemple, il pourrait s’agir d'un site web formé de beaycd’'images, de fichiers de son et
de vidéo, etc. Donc, la quantité de mémoire associée &ament est une ressource précieuse
gu’il ne faut pas gaspiller. Nous appelons ce type de mé&mair “mémoire éléement” pour
pouvoir distinguer ce type de mémoire de celui qu'utilisgpuogramme pour fonctionner. Nous
disons qu’un algorithme est “in-place” s'il utilise seulent une quantité de mémoire élément
supplémentair€@(1). QUICKSORT est un algorithme in-place et diviser-pour-régner. Dans |
pire des cas son temps de parcours@g¥?) pour trier une suite de longuew (donc pas
meilleur que les algorithmes de la section précédantajs son temps de parcows moyenne
est

O(N log(N)).

L'idée est de choisir un élément arbitratrappelé lgpivotdans la suite|[0], . .., a[N — 1] et
de diviser la suite en deux sous-suitget.S; avec les propriétés suivantes:

e S; contient les élémentgi| avec

ali].key < b.key,

e S, contient lesu[i] avec
ali].key > b.key.

L'algorithme QUICK SORT est ensuite appliqué récursivement a ces deux soussuite
Comment pouvons-nous construire une version in-place @ gerithme?

Une sous-suite de la suite originale est spécifiee denfagique par deux indices (a[/]
est I'element le plus a gauche) efa[r — 1] est 'élément le plus & droite). A chaque appel
récursif de QICKSORT nous appelons la routine en spécifiaet ». L'étape la plus importante
de I'implémentation de cet algorithme est la subdivisinrseus-suites.

Ici: L'élément pivot est le dernier élément de la sudenca|r — 1].

Nous prenons deux pointeupset ¢; Au débutp pointe vers I'élément|r — 1] et ¢ vers
I'élémentall]. p se déplace vers la gauche jusqu’a ce qu'il trouve un éférmplus petit que
alr — 1] (le pivot); de la méme fagon; se déplace vers la droite jusqu’a ce qu'il trouve un
éléement plus grand quér — 1] (le pivot). Les contenus de[p] et a[g] sont échangés, et le
processus est répété jusqu’a ce gue q. Puisa[r — 1] eta[q] sont échangés.

Exemple(de I'étape de subdivision)
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Positon | ... 4 &5 6 7 8 9
. 5 7 3 1 6
i T
] T T
1 7 3 5 6
2 T 7
1 3 7 5 6
3 T 7
1 3 5 6 7 ..
Doncici¢ = 4 etr = 10 (attention, la suite qui nous intéresse@sgt, a[l + 1],. .., a[r — 1],

soitr — ¢ éléements). Le pivot est[r — 1], donc dans notre exemple op@ot = a[9] = 4. Au
départp pointe versir — 1] (doncicia[9]), etq versa[(] (donc icia[4]).

e Nous comparons|p| avec le pivot et voyons quevot < alp| (4 < 4), donc nous continuons
avecp.

e Nous déplacong vers la gauche (donc maintenant= 8) et comparons|[p| avec le pivot.
Puisquepivot < a[p] (4 < 6) nous continuons avec

e Nous déplacong vers la gauche (donc maintenant= 7) et comparons|p| avec le pivot.
Cette fois nous avongp| < pivot (1 < 4), nous laissons doneen place et regardons

e Nous comparong[q| avec le pivot et voyons quevot < alq| (4 < 5) donc nous laissongen
place.

e Nous échangeons a préseft] eta[p]. Notre suite est donc maintentant, 3, 5, 6, 4. ¢ Nous
recommencgons.

e Nous comparons|p| (p = 7 toujours) avec le pivot et voyons queévot < a[p] (4 < 5), nous
continuons donc avee

e Nous déplagong vers la gauche (donc maintenant 6). a[p| < pivot (3 < 4), nous laissons
doncp en place et regardomns

e Nous comparons[q] (¢ = 4 toujours) avec le pivot et voyons qug;| < pivot (1 < 4) donc
nous continuons avec

e Nous déplagong vers la droite (donc maintenapt= 5) et comparonsg|q| avec le pivot. Cette
fois nous avongivot < alg] (4 < 7) nous laissons dongen place.

e Nous échangeons a présefy] eta[p]. Notre suite est donc maintentans, 7, 5, 6, 4. ¢ Nous
recommencgons.

e Nous comparons|p| (p = 6 toujours) avec le pivot et voyons quévot < a[p] (4 < 7), nous
continuons donc avec
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e Nous déplacons vers la gauche (donc maintenant 5) a[p| < pivot (3 < 4), nous laissons
doncp en place et regardons

e Nous comparons[q] (¢ = 5 toujours) avec le pivot et voyons qug;| < pivot (3 < 4) donc
nous continuons avec

e Nous déplagong vers la droite (donc maintenapt= 6) et comparons|[q| avec le pivot. Cette
fois nous avongivot < alg] (4 < 7) nous laissons dongen place.

e Commep < ¢ (5 < 6) ne n"échangeons pa$p| etalq|, mais sortons de la boucle principale.

e Nous echangeonsgq| eta[r — 1] (donca[6] et a[9]) pour obtenir comme suitg 3,4, 5,6, 7.
Les deux sous-suites sont doh@ (a[4], a[5]) et5, 6,7 (a[7], a[8], a[9]) avec le pivott au milieu.
e Nous appelons donc@QCK SORT(a, 3,6) et QUICKSORT(a, 7, 10)

Algorithme 39 QUICKSORT(a, ¢, 1)
Input: Suitea d’€léments avec des clés entieres, indicesr

Output: Transformationde|/],.. ., a[r—1]telle quea|i].key < a[i+1].key pour! < i < r—1
10 if r <2+ 1then
2:  return
3: end if
4: q —/
5 p—r—1
6: pivot < a[r — 1].key
7. while p > ¢ do
8:  while a[p].key > pivot and p > [ do
9: p—p—1

10:  end while

11:  while a[g].key < pivot and ¢ < r — 1 do
12: q+—q+1

13:  end while

14: if p> g then

15: Echanger[p] etaq]
16: endif
17: end while

18: if ¢ # r — 1 then

19: Echangerlq| eta[r — 1]
20: end if

21: QUICKSORT(a, ¢, q)

22: QUICKSORT(a,q + 1,7)
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Exemple

/7623154129 15 10

quicksort(a, 0, 11)

N
7623154/9 1512

quicksort(a, 0, 8) quicksort(a, 9, 11)

\

7623154 15

quicksort(a, 0, 7)

13 756

quicksort(a, 0, 3) quicksort(a, 4, 7)

1 3 5 7

Analyse

On voit facilement que le temps de parcours est au EIUS?). Pour une suite ordonnée
de facon décroissante, le nombre de comparaisons etplecdnents est(N?), si le pivot est
choisi comme précédemment. Ainsi,

Cmax(N) = Q(N?),
Muax(N) = Q(N?).
On voit facilement que le temps de parcours(&V), puisque chague élément de la suite
doit &tre inspecté. Pour une suite ordonnée de facassanote, le nombre de mouvements(est

Le nombre de comparaisons doit satisfaitg, (N) = 2Cyi,(N/2) + O(N). Donc en utilisant
le theoreme 2.1, on peut conclure que

CVmin(]\[) = O(N10g<N))

Myin(N) = 0.
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Analysons maintenant le comportement moyen ded®SoRT. Soit 7T;,(N) le colt total
(comparaisons + mouvements) moyen del€X SORT si le pivot est lek*™€ élement le plus
petit, et7,.,(/V) le colit moyen de QICKSORT pour trier une suite de longueni. Alors

et

Ty (N) = + Tavg(k — 1) + Tpue (N — k),

bN
~~

sous—division

pour une constante

Tan(N) = bN+ — Z (Tavg(k - 1) + Tavg(N - k))

De Ia, on peut montrer (par induction) que
Tag(N) < N log(N),

pour une constanteindépendante dg/.

6.2.1 Variantes

Le choix du pivot est crucial pour la performance de l'algone QUICKSORT. Il y a plusieures
stratégies pour choisir le pivot, les plus connues sone8ian strategystrategie 3-nédiane$
et randomized strateggtfategie akatoire):

e 3-Median Strategy On choisit comme pivot la médiane deéléments de la suite (par
exemple la médiane du premier, dernier et élement den)ili

e Randomized StrategyOn choisit comme pivot un élément aléatoire dans laesuitvec
cette stratégie, la probabilité quaJ@K SORT ait une mauvaise performance sur une suite
donnée est tres petite.

6.3 HEAP SORT

Heapsort est une technique de tri qui avec un temps de pamnceyencomparable a celui de
QUICKSORT (O(N log(N))), mais qui a aussi un temps de parcof(sV log(/N)) dans le pire
des cas
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Heapsort est aussi une methode in-place. Un adrdg longueurN peut étre considéré
comme un arbre binaire avec racine de la fagcon suivanteggeptation implicite): Les sommets
de I'arbre correspondent aux positidns.., N — 1. La racine est a la positiah et les fils des
positionsi sont aux position3i + 1 et2i + 2, a condition que ces valeurs soient plus petites que
N. Nous appelons un tel arbre un “array-tree” binaire.

Il est évident que la hauteur du array-tree binaire d’'uayade longueutV estO(log(N)).
(Pourquoi?)

Un tableaw: satisfait laheap propertypropriéte de moncegusi

ali].key > a[2i + 1].key pour tout; vérifiant 2i+ 1 < N
ali].key > a[2i + 2].key pour tout; vérifiant 2i+2 < N

On appelle un arbre binaire qui correspond a un tablaaheap(moncealisi le tableau vérifie
la propriété heap.

Exemple Le tableaJ 8, 6, 7, 3, 4, 5, 2, 1] vérifie la propriété de heap, parce que

8>6,8>7
6>3,6>4 7>95,7>2
3> 1.

a[o]

a[1] a[2]

3 @ ®
a[3] a[4] a[s] a[6]

Comme déja mentionné, ureap contenanl' sommets a une hauteur dglog(N)).

6.3.1 Sifting

La procédure de sift (leriblageen francais) est une procédure efficace qui peut étiségipour
insérer ou enlever des élements dans un heap.

Nous apprendrons deux techniques de sifting: le “sift ugéésift down”. En utilisant la
terminologie des graphes, on peut décrire la procédurSifieEDowN de I'élement d’indicel
dans le tableau de taille N comme suit:

156



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Algorithme 40 SIFTDOWN(a, 7)
Input: Suitea de N ’é€léments a clés entieres, et un entigh < ¢ < N pour lequelali +
1],...,a[N — 1] vérifie la propriété de heap.
Output: Transformation de telle queali], a[i + 1], ..., a[N — 1] vérifie la propriété de heap.
1. Swapped « true
2. while Swapped = true and 2: + 1 < N do
3:  Swapped «+ false
4:  Trouver le plus grand fila[j] dea]i]
5. if alj].key > ali].key then
6: Echangen[i] eta[j]
7
8

1 J

Swapped « true
9: endif
10: end while

Si le sommet est une feuille ou s'il est plus grand que ses fils on ne fait. ri&inon
on échange le sommetavec le plus grand de ses fils et on recommence ce procédiEale f
récursive sur le fils qu’on vient d’échanger.

La performance deiSTDOwN est facile a analyser:

Théoréeme 6.2 SIFTDOWN utilise au plusO(log(/N/i)) comparaisons géchanges.

Preuve. Remarquons d’abord que le nombre de comparaisons est adeaudois la distance
entre le sommet et le bas de I'arbre (deux comparaisons par niveau), et ldoroaiéchanges
est au plus égal a ce nombre. La difference entre la hatiwéale du heap et la hauteur du
sommet estO(log(N) — log(7)), et I'affirmation s’ensuit. |

La procédure &TDOWN a un analogue appeléSUpP. La procédure &TUP peut étre
appliquée aud-eme sommet, si[0], . . ., a[i — 1] vérifient déja la propriété de heap; apresi®p
on aura alors que|0], ..., a[i — 1], a[i] vérifient la propriété de heap. L'idée est d’échangér
avec son parent si nécessaire, et de continuer ensuitéegparent.

Il est facile de montrer que le colt de cette procédur@ésig(i)) (Exercice.)

6.3.2 Création d’un heap

Comment transformer un tableau donné en un heap? Nousigatenx méthodes pour créer un
heap: La méthodwmp-downet la méthoddottom-up

La méthode top-down consiste a traverser la swf@é ..., a[N — 1] de la gauche vers la
droite. Au pas > 1, nous effectuons uniSrUp de I'élément|i] dans le heap[0], ..., a[i — 1]
déja créé. Un argument d’induction montre que le t@sdihal est aussi un heap.
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Algorithme 41 SIFTUP(a, 1)

Input: Suitea de N éléments a clés entiéres, et un entjdr < ; < N aveca|0],...,a[i — 1]
vérifiant la propriété de heap.
Output: Transformation de telle quea[0], . . ., a[¢] verifie la propriété de heap.

1. Swapped « true
2: while Swapped = true et: > 0 do

3:  Swapped < false

4:  j«— [(:—1)/2] (a[j] estalors le parent de].)
5. if alj].key < ali].key then

6: Echangen[j] etal:]

7 1]

8: Swapped « true

9. endif

10: end while

Algorithme 42 TOPDOWNHEAPCREATE(a)

Input: Suitea d’€léments avedV clés entieres.

Output: Transformation de[0],...,a[N — 1] en un heap.
1. fori=1,...,N—1do
2. SIFTUP(a, 1)
3: end for

Le temps de parcours de cet algorithme peut étre facilearaadysé. A I'étape, le colt de
SIFTDoOwN estO(log(i)), le colt total de I'algorithme est donc

N

> O(log(i)) = O(log(N!)) = O(N log(N)).

1=2

La deuxieme méthode pour créer un heap s’apgmittom-upet consiste a créer plusieurs
petits heaps. Cette fois nous traversojts, . . ., a[N — 1] de la droite vers la gauche. A chaque
étapes la condition heap est vérifiee pour les élemertit§ a[i + 1],...,a[N — 1]. L'élement
ali — 1] estinséré dans le heap en le siftant dans I'arbre binageal.

Exemple: Creation d’'un heap utilisant I'approche bottom-up. Dartsezemple, les lettres en
gras indiquent la partie qui est déja transformée en héalpurs sous-lignées: Sift-down.

158



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011
Tableau: 2 1 5 34 8 7 6

a3lkey=3 2 1 56 4 8 7 3

[o))

a2).key =5 2 1 4 57 3

100
»

all].key =1: 2

[o)]
©
[8)
N
ol
~
=

al0].key=2: 8 6

I~
w
IN
Ul
N
=

Algorithme 43 BOTTOMUPHEAPCREATE(a)

Input: Suitea a N éléments, avec clés entiers.

Output: Transformation de[0], ..., a[N — 1] en un heap.
1: fori = [(N —=2)/2],...,0do
2.  SIFTDOWN(a, 7);
3: end for

Le temps de parcours de cet algorithme est bien meilleur glue @de I'approche top-down:
pour chaque sommet dans l'arbre original, le colt kg BoOwN est (au plus) proportionnel a la
distance du sommet au dernier niveau de I'arbre.

Pour un arbre complet binaire24 — 1 sommet (et de hauteur— 1), on peut montrer par
induction que la somme des distances des sommet au dewgaurest
2" — (h + 1).

Il s’ensuit que le temps de parcours de I'approche bottorasti® (V).

6.3.3 L’algorithme HeaAPSORT

Nous sommes maintenant préts a définir I'algorithme délEaPSORT. La démarche est la
suivante:

e Nous commencons avec la suit@], . . ., a[N — 1].

e Nous la transformons en un heap en utilisant I'approchebwotip ou top-down.

e Pour chaque = 1,..., N — 1, nous échangeons la racine de I'arbt@|) aveca[N — s|, puis
faisons un 8TDowN deq[0] dans I'arbre donné par les élémeafs], ..., a[N — s — 1].

Analyse

Le temps de parcours deePSORT est la somme des temps de parcours de la création du
heap (enO(N)), et desN — 1 opérations de sift (chacune &€logi)). Donc, le temps de
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Algorithme 44 HEAPSORT(a)

Input: Suitea de N éléments a clés entiers

Output: Transformationdel/], ..., a[r—1] telle quea[i].key < ali+1].key pour! <i <r—1
1: BOTTOMUPHEAPCREATE(a);
2.fort=N-1,...,1do
3:  Echanger0] etali]

4:  Swapped « true
5 453+0
6: while Swapped = true and;j < i do
7 Swapped « false
8: if 2j + 1 > i (a[j] n'a aucun fils avec indice i) then
9: NEXT i
10: else
11: Soita[/] le plus grand fils de[j] tel quel < i
12: end if
13: if a[l].key > a[j].key then
14: Echangen[j] eta|/]
15: A
16: Swapped « true
17: end if
18: end while
19: end for
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parcours total dans le pire des cas est

O(N) + i: O(log(i)) = O(N)+ O(log(N'))

=1

Exemple:

6.3.4 Priority Queues

Les heaps implémentent des queues a prioRt@(ity Queue¥ de maniere tres efficace. Une
gueue a priorité est une structure de données abstmitespcker des objets avec des clés. Deux
opérations sont possiblesNBUEUE ajoute un élément et LETEMIN enleve I'elément avec la
clé la plus petite.

De maniere analogue, il y a une queue “max-priority queug’implémente les opérations
Enqueue et DeleteMax. Il est clair qu'une de ces structueedothnées peut étre utilisee pour
implémenter I'autre avec une modification triviale (Exee}. Dans I'implémentation, une queue
a priorité pourrait &tre une paire consistant en un tablarray) de longueur variable ainsi que
la longueur du tableau: de cette fagon il est possible dtejodes éléments au tableau, ou d’en
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enlever. Dans certaines applications un tel tableau gezide longueur fixe (par exemple pour
les codes de Huffman).

Pour une queue a priorite, on dénote par Arrayf) le tableau correspondant?3 par P|i
le i< élément du tableau, et par Length la longueur du tableau.

Algorithme 45 ENQUEUE(P, a)

Input: Queue a priorité?, élement;

Output: Addition de: a P de telle fagon que le nouveau tableau reste une queueréério
1: Length P) « Length P) + 1
2: PlLength(P)— 1] < a
3: SIFTUP (Array(P),Length P) — 1)

Algorithme 46 DELETEMAX (P)

Input: Queue a priorité®

Output: Effacement de I'élement maximal dede telle facon que le nouveau tableau reste une
queue a priorité; L'eléement maximal est retourné

a «— P[0]

P[0] < P|Length P) — 1]

Length( P) < Length( P) — 1

SIFTDOWN (Array(P),0)

return a
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4
Algorithmes de graphes

Nous avons étudié des structures de données pour espeesies graphes dans le chapitre 3.
Nous verrons dans ce chapitre plusieurs problemes de @gdphdamentaux, et nous intro-
duirons des solutions algorithmiques pour ces problemes.

Dans ce chapitre, I'ensemble des sommets sera en gémdedl ncelui des aréte&’ et le
grapheG, i.e.,G = (V, E).

7.1 PARCOURIR DES GRAPHES

Nous étudions d’abord le probleme garcoursde graphe. “Parcourir un graphe” veut dire
enumeérer tous les sommets atteignables depuis un sogntioeing, en considérant d’abord les
voisins des, et itérativement les voisins des voisins, les voisinswiésins des voisins, etc.

Le but est devisiter tous les sommets atteignables, i.e. d'effectuer une tiparaur ces
sommets. Cette opération dépend de I'application @iaa@n question. Pour donner un exem-
ple simple, si nous voulons compter le nombre de sommetgadigles depuis un sommet
nous pouvons parcourir le graphe et la visite d’'un sommesisterait alors a incréementer un
compteur.

En général, on veut visiter chague sommet atteignabletexeent une fois, et il faut alors
résoudre deux problemes. Il faut d’'une part n’'oubliertausommet, en s’assurant d’autre part
gu’aucun sommet ne soit visité plus d’une fois.

Nous verrons que le premier probleme peut étre résoluadntenant un ensembleénumeérant
les sommets déja vus mais pas encore traités. Pourdéstdeuxieme probleme, nous mar-
guons les sommets traités de facon a savoir quels sonsmetencore a visiter.

Nous introduirons d’abord une solution abstraite pour lebjfgme du parcours de graphe,
avant de spécialiser cette solution afin d’obtenir deuxalgsrithmes les plus utiliséDepth
First Search(DFS, profondeur d’abord) eBreadth First SearcBFS largeur d’abord). La
difference entre les solutions spécialisées concéondré dans lequel le parcours a lieu.

Dans la méthode abstraite nous maintenons un ensdnplecontient des sommets qui sont
connus atteignables depuismais qui n’ont pas encore été visités. Au début le sotmnest le
seul élement de 'ensemblé L'algorithme prend un sommetdansT’, le marque puis I'enleve
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deT et ajoute & tous ses voisins non marqués. Dans cette secitw],dénote 'ensemble des
voisins d’un sommet (N comme neighbowroisin).

L'algorithme est décrit en pseudo-code ci-dessous.

Algorithme 47 ABSTRACTTRAVERSAL(G, s)
Input: GrapheG = (V, E), sommets € V.
Output: Visiter et marquer les sommets tequi peuvent étre atteints depuis

1: T« {s}.

2: Marquers.

3: while T' # () do

4: Choisirv € T.

5. Visiterv.

6: T T\ {v}

7:  while N[v] # () do

8: Choisirv’ € N[v]

9 N[v] « N[v]\ {v'}
10: if v n'est pas marquéhen
11 T —TU{v'}
12: Marquery’

13: end if
14:  end while
15: end while

Théoreme 7.1 Quand cet algorithme se termine, 'ensemble des sommdéssvest exactement
'ensemble des sommets atteignables depuis

Preuve. Nous montrons que I'ensemble de somnmegqlesest égal a I'ensemble des sommets
atteignables depuis. Le résultat suivra alors parce que chaque sommet majuais dans
'ensembl€eT” juste apres qu'il est marqué, et chaque sommet qui estanisidest aussi visite,
étant donné la condition d’arrét a la ligne 3.

Supposons par I'absurde que= V' soit atteignable depuis mais pas marqué. Il existe un
cheminquivade av, i.e,s = vy — vy — -+ — v_1 — v, = v. Soitl le plus petit indice
pour lequely, n'est pas marqué. On a aldis< ¢ < k. Le sommety,_; est marqué, il a donc
eté choisi a la ligne 4 a un certain moment dans l'alhoni. Mais alorsy, a di étre choisi a la
ligne 8 & un certain moment, puis marqué a la ligne 12, oméradiction.

Inversement, supposons par I'absurde qu’il existe un sdmfme V' qui est marqué mais
qui n’est pas atteignable depuisSoitv’ le premier sommet a étre marqué avec cette propriété.
Donc, v’ € N[v] pour un certain sommet marqué Puisquev’ était le premier sommet non
atteignable a étre marqué e €té marqué avant, v est atteignable depuis Mais alorsy’ est
atteignable depuis, une contradiction. |
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Théoreme 7.2 L'algorithme ci-dessus pelétre impemené de fagcona ce que son temps de
parcours soitD(|E|).

Preuve. Chague sommet est inséré dansu plus une fois, puisque seuls des sommets non
marqués sont insérés dafsligne 10). Pour chaque sommet inséré dansu plus tous ses
voisins seront considéres aux lignes 7-14.

Définissonsi(v) comme étant le (out-)degree du sommete nombre de fois que la boucle
de la ligne7 est executée est au plus

Zd( )= |E| siG estorienté
~ V= 2|E| siG estnon orienté

Si les ensembled’[v] sont réalisés avec une structure de données qui peraeatéatier &’ en
temps constant (ligne 8), et d’enlever ce méme élémetdraps constant (ligne 9), et de méme
pour 'ensembld’, alors le temps de parcours de 'algorithme@§tE|). |

Exercice: Quelles structures de données doivent étre utiliséas gtockerN [v] en permettant
d’insérer et d’enlever des €léments en temps constant?

Nous n’avons pas spécifié comment I'ensenibldevait étre géré, et c’est exactement dans ce
choix que se trouve la difference entre les algorithmesiaia de parcours de graphes.

e Si nous utilisons ulstack nous obtenons alors I'algorithniepth First SearciiDFS).

e Si nous utilisons undle d’attente (queug)nous obtenons alors I'algorithnigreadth First
Search(BFS.

7.2 L’ALGORITHME DEPTH FIRST SEARCH (DFS)

L'algorithme DFS est obtenu en réalisanB$TRACTTRAVERSAL avecT étant un stack. Rap-
pelons que I'on peut effectuer sur un stackes opérations suivantes:

e Top(T') : Retourne I'élément sur le haut du stack.

e Pop(T) : Enléve I'élément sur le haut du stack.

e Push(T,v) : insérev sur le haut du stackush v onto7™).
e St ackEnpt y(T) : retourne vrai sfi” est vide, faux sinon.

7.3 L’ALGORITHME BREADTH FIRST SEARCH (BFS)

L'algorithme BFS est la variante deBSTRACTTRAVERSAL qui utilise pourT la structure de
données queue. Rappelons que I'on peut effectuer $es opérations suivantes:
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Algorithme 48 DFS(G, s)
Input: GrapheG = (V, E), sommets € V.
Output: Visiter les sommets d¥ qui peuvent étre atteints depuis

1: Push(T,s)

2: Marquers

3: while Not St ackEnpt y(7") do
4: v« Top(T)

5. Visiterv

6: Pop(T)

7:  while N[v] # () do

8: Choisirv’ € Nv]

9 N[v] « Nv]\ {v'}
10: if v" n'est pas marquéhen
11: Push(T,v")
12: Marquery’
13: end if
14:  end while
15: end while

e Head(T') retourne le premier élément de la queue.

e Dequeue(T) enleve le premier élément de la queue.

e Enqueue(T,v) insérev a la fin de la queue.

e QueueEnpt y(T') retourne vrai si et seulementBiest vide.

Exercices:

e Modifier I'algorithme BFS pour qu'il retourne pour chaquersuet sa distance par rapport
as.

e Modifier les algorithmes BFS et DFS pour qu’ils retournenipchaque sommet la taille
de sa composante connexe.

e Construire une structure de données qui peut maintenista précédente dans le cas
d’'un graphe dynamique auquel on peut ajouter des sommets @uguel on ne peut pas
enlever de sommets), en gardant pour chaque sommet un yroguleun autre sommet
dans la composante connexe. Quel est le temps de parcouwngrdalgorithme?

7.4 TRI TOPOLOGIQUE (TOPOLOGICAL SORTING)

Supposons que nous voulons écrire un chapitre sur lesithig@s de graphes dans un sup-
port de cours d’algorithmique. Nous avons tout d’abord uste de sujets que nous aimerions
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Algorithme 49 BFS(G, s)

Input: GrapheG = (V, E), sommets € V.

Output: Visiter les sommets d¥ qui peuvent étre atteints depuis
1: Enqueue(T, s)

2: Marquers

3: while Not QueueEnpt y(7') do
4: v« Head(T)

5. Visiterv

6: Dequeue(T)

7:  while N[v] # () do

8: Choisirv’ € N|v]

9 N[v] < Nv]\ {v'}

10: if v" n'est pas marquéhen
11: Enqueue(T,v")

12: Marquery’

13: end if

14:  end while

15: end while

traiter, comme “l'algorithme BFS”, “le tri topologique”t@ Evidemment, nous ne pouvons pas
traiter les sujets dans n’importe quel ordre; par exempdatd'étudier I'algorithme BFS, il est
obligatoire de comprendre ce que c’est qu’'un parcourt dptgrade maniere générale, les su-
jets ont comme préalable d’autres sujets. Nous pouvoagrdé&es dépendances a l'aide d’'un
graphe: chague sommet correspond a un sujet, et on metétee ar b s'il est nécéssaire (ou
souhaitable) de traiter le sujetavant le sujeb.

Pour I'exemple du livre d’algorithmique, on aura peut@in graphe comme le suivant:
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Maximum Bipartite Matching
Parcourt de graphes

Flux de réseau

DFS

Dilkstra @ ritopologique

MBF

Plus court chemin

Le probleme que l'auteur doit résoudre, est le suivantisdguel ordre dois-je traiter les sujets
afin de ne jamais traiter un sujet avant d’avoir traité lesafables nécessaires. En termes du
graphe, la tache est: trouver un ordre des sommets tel quequde paire de sommeish € V,

sia vient avant, alors il n'y a pas d’arété — a. C’est un probleme de tri topologique.

Plus formellement, léri topologiqued’un graphe orienté acycligugé = (V, E) consiste a
donner un ordre aux sommets . . ., v, deG tel que(v;, v;) € E implique quei < j. Voici un
autre exemple:

D -g

/N

Un tri topologique possible d’un tel graphe est le suivant:

[ R\ g
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Donc nous prenons les sommets de droite a gauche dans la figdessus pour obtenir
I'ordre voulu. Parmi les differentes applications de e@tiethode de tri, signalons les exemples
suivants :

e Job scheduling : une famille de tach@shg) doit &tre accomplie avec certaines contraintes
guant a I'ordre dans lequel ceci doit étre fait. On utikders un graphe orienté acyclique
ou les sommets sont les taches et une dréte) représente la contrainte “la tachedoit
étre effectuée avant la tacheé

e Les parenthésements valables avec 3 paires de parendwseen bijection avec tous les
tris topologiques possibles du graphe suivant:

®o—>0

o o

¢ o

La bijection s’obtient en associant aux sommets de gauchpalentheses ouvertes a droite
et aux sommets de droite des parentheses ouvertes a g@ecbas est facile a généraliser.

Comment trouver un ordre topologique d’'un graphe? Pourerepe 'exemple du cours
d’algorithmique ci-dessus, une approche simple est ded¥taiter tous les sujets sans préalables,
ensuite les sujets qui ont juste comme préalables lesslgg traités et ainsi de suite.

En effet, cette approche est I'idée de base de I'algoritRimeSORT que nous discuterons
maintenant plus en détails.

Dans l'algorithme suivant nous donnons des indices aux setsun L'indice du sommet
v est dénoté pav.label. Nous utiliserons une quedkqui contiendra I'ensemble de tous les
sommets visités jusqu’a présent qui pourraient &iiliss@s en tant que prochain élément dans le
tri topologique. L'algorithme traverse les sommets digas présents darg et les enleve du
graphe. Si pendant cette procédure le in-degré d’'un sdresteéduit a zero, alors ce sommet
est ajouté ).
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Algorithme 50 TOPSORT(G)

Input: Graphe acyclique orien@ = (V, E).

Output: Tritopologique de~, donné par les indices des sommetsbel.
1: Initialiser v.Indegree pour tout € V' (e.g., via DFS).
2:t+—0
3:fori=1,...,ndo

if v;.Indegree= 0then
Enqueué®), v;)
end if

end for

: while Not QueueEnpt y(Q) do

. v =Head(Q)

10: Dequeue(Q)

11: t«—t+1

12:  wv.label =t

13:  for w € N[v] do

oy Rk

14: w.Indegree— w.Indegree- 1
15: if w.Indegree = Othen

16: Enqueue(Q, w)

17: end if

18:  end for

19: end while
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Rappelons qué/[v] dénote I'ensemble des voisins du sommet

Théoreme 7.3 Le temps de parcours dBOPSORT estO(|V| + |E|), et il a besoin deD(|V|)
mémoire en plus.

Preuve. Exercice.

Exercice. En quoi consiste la visite d’'un sommet si I'on veut utiliseF® pour initialiser
v.Indegree dans le pas 1 d®eASORT?

7.5 CHEMINS LES PLUS COURTS

Supposons que nous disposons d’une carte du réseau rduteanton de Vaud. Nous nous
trouvons a Forel et nous aimerions trouver les plus courésnins de Forel a tous les autres
villages du canton. Nous pouvons modéliser ce problemeweun probleme de graphe: chaque
village est un sommet et les routes sont des arétes entvdlégges. Chaque aréte (route entre
villages) a une longueur. Le probleme est alors de trouger phaque sommet, le chemin
du sommet de départ (Forel dans I'exemple) arrivanttél que la somme des distances sur le
chemin soit minimale.

Nous décrivons d’abord le probleme plus formellemenit Go= (V, E) un graphe orienté
avec une fonction poids: £ — R.,. Donc chaque aréte a un certain poidg(e). Nous
voulons trouver les chemins les plus courts d'un somieeld” donné a tous les sommetss V
atteignables depuis |l faut préciser ici quelle notion nous attribuons a Efidition de “plus
court”. Le colt d’'un chemin est la somme des poids des siiele chemin et pasthemin le
plus court on entende chemin pour lequel le ¢t est minimal

Exemple: V = {vy,...,v7}; s =1
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O
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¢(v): Longueur du chemin le plus court du somnetu sommeb, ¢(v) = oo Siv n'est pas
connecté &.

= = ) = L
U(vg) = oo;  Luvs) = 3;  Lvg) = 12

L’ algorithme de programmation dynamigseivant, di a Dijkstra (1959) calcule les chemins
les plus courts de a tous lesy € V auxquelss est connecté. Il maintient un ensemblayui,
a la fin du parcours de l'algorithme, contient tous les sotsrdansl” atteignables depuis A
chaque étape pour tout € T la valeur/(w) sera la longueur du chemin le plus courtsew.

Théoreme 7.4 L'algorithme de Dijkstra est juste, i.e., la valetfw) détermiree est en effet la
longueur du plus court chemin dea w pour toutw € V.

Preuve. Pour la preuve, notor&,i(v) la vraie longueur du plus court chemin gdév. Il s’agit
donc de montrer qu’a la fin de I'algorithme, nous avéfs) = /y,i(v) pour toutv € V. Pour
simplifier les notations, nous posot(®, w) = oo Si (v, w) ¢ E.

Nous montrons d’abord que I'algorithme ne se termine pastayse’ couvre toute la com-
posante connexe de Nous montrons ceci par I'absurde. Notosi$a composante connexe de
s. SiT est un sous-ensemble propre non-videSdalors il existe un voisim deT'. Soitv € T
tel que(v, w) € E. On al(v) < oo (puisqu’ aucun élémentavec/(v) = oo n'est jamais ajouté
aT)ete(v,w) < oo etdoncl(w) < ¢(v) + c¢(v,w) < co. Doncw peut &tre choisi a I'étape 15,
et il ne s’agit alors pas de I'itération finale. Donc a la fenl@lgorithme, on & = S.
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Algorithme 51 DIJKSTRA(G, s)
Input: Graphe orient& = (V, E') avec fonction de poids: £ — Ry, sommets € V.
Output: Pour toutv € V' la distance la plus courtév) entres etv.

1: for v e V'\ {s} do
l(v) — 0
3: end for
4:0(s) —0,T —0,vs
5: while v # NULL and/(v) # oo do
6: T «—TU{v}
7
8
9

N

forw e V\T do
if (v,w) € Ethen
d—{(v) + c(v,w)

10: if d < ¢(w) then
11: l(w) —d

12: end if

13: end if

14: end for

15:  Choisirv dansV’ \ T' de fagon a ce qu&v) soit minimal,
poserv := NULL siV \ T = 0.
16: end while

Montrons maintenant que pour taut 7', ¢(v) est la longueur d’un chemin deav; il S’en
suivra qQUE/(v) > lyri(v).

Pour montrer cela, on procéde par induction |§yr Il n'y a rien & montrer pouf7’| = 0.
Supposons maintenant qu’un élémenest ajouté &'. La propriété est vraie sur \ {w} par
hypothése d’induction et il suffit donc de la montrer paur La valeur del(w) vaut/(w) =
¢(v) + c¢(v,w) pour un certairv € T'; par hypothéese d’induction, un chemin— --- — v de
longueur/(v) existe. Le chemig — - -- — v — w est alors de longueu(v) + ¢(v, w) = {(w),
comme voulu.

Pour la suite, nous aurons besoin de I'égalité

((w) = min({(v) + c(v, w)),

veT

qui est vraie parce que la boucle des lignes 7 - 14 met ¥jaurpour chaque ajouté &l

Montrons que pour tout € T, £(v) < lyri(v) (et que alorg(v) = lyri(v)). Nous procédons
de nouveau par récurrence silif. Nous considérons 'étape au € V' est ajouté a'. Soit
s =wy — w; — -+ — W, = w un plus court chemin deaw.

Il nous faut d’abord voir que alors,,_; € T'. (En fait nous montrerons méme qug w1, . . . , Wy,—1 €
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T). Soit, par I'absurde) < k£ < m le plus petit indice avew,, ¢ T'. Alors

ﬁ(w) > gvrai(w)
> gvrai(wk)
= lyrai(Wi—1) + (w1, wy)
= l(wy_1) + c(wg_1, wg) (par hypothese d’'induction)
> 1;1161%1 (0(v) + c(v, wy))
= E(wk)v
contradisant le choix de a I'étape 15:w, aurait é€té un meilleur choix.
Doncw,,_; € T, et alors
gvrai(w) = Evrai(wm—l) + C(wm—h w)
= U wWp—1) + c(Wp—1, W) (par hypothese d’'induction)
> rgg%l(ﬁ(v) + (v, w))
= l(w),

comme voulu. [ ]
Voici le résultat concernant la vitesse de I'algorithme:

Théoreme 7.5 L’algorithme de Dijkstra a un temps de parcourgn?) et a besoin d&(n) de
mémoire, a@in = |V|.

Preuve. La boucle while a la ligne 5 est executée au pldsis. A chaque étape tous les voisins
de v en dehors d€" sont considérés aux lignes 8-13. Le nombre de tels somesetu plus
d(v), le out-degree de. Ainsi, les lignes 8-13 sont executééj fois au total.

Ligne 15: Sans une queue a priorité, tous les éléments \d& doivent étre inspectés, le temps
de parcours de la ligne 15 sur tout I'algorithme est doite?). PuisqueE| = O(n?), le premier
résultat s’ensuit.

Finalement, nous devons stockér) pour toutv € V, il nous faut dontD(n) mémoire en
plus (puisquéV | = n). Remarquons que nous ne prenons pas en compte le fait quenféses
¢(v) deviendront plus grands quandaugmente, et nécessiteront donc plus de mémoire.ll

Avec la bonne structure de données (Fibonacci-Heap®imeg de parcours peut &tre réduit
aO0(nlog(n) + |E|). (sans preuve)

Exercice Modifier I'algorithme de Dijkstra pour qu’il retourne pochague sommet son prédécesseur
sur un chemin le plus court depuis(Au lieu de simplement retourner la longueur du chemin le
plus court).Indice: Ajouter un membrer ed (pour mémoriser le prédécesseur sur le plus court
chemin) aux sommets.
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7.6 L'ALGORITHME DE MOORE-BELLMAN-FORD

Le grand désavantage de I'algorithme de Dijkstra est gaiedéits des arétes doivent étre non-
négatifs.

Il existe un algorithme qui n'a pas cette restriction. llgitade I'algorithme de Moore-
Bellman-Ford dans lequel les colits peuvent étre nagafiependant, la seule exigence est la
non-existence de cycles de longueur négative.

Remarquons que cette derniere condition est en fait utrdctes essentielle, plutdt qu'une
restriction de l'algorithme: s’il y a un cycle de poids né&faalors le probleme n’est pas bien
posé; dans ce cas, un chemin de poids arbitrairement metitgire construit simplement en
tournant au rond dans ce cycle.

Algorithme 52 MBF(G, s)

Input: Graphe orient& = (V, E') avec fonction poids: £ — R qui ne contient pas de cycles
de longueur négative,c V.

Output: Pour toutv € V' la distance la plus courtév) entres eto.

1: for v e V'\ {s} do
l(v) — 0
3: end for
4: {(s) 0
5:fori=1,...,n—1do
6: for (v,w) € Edo
7
8
9

N

d— l(v) + c(v,w)
if d < ¢(w) then

l(w) —d
10: end if
11: end for
12: end for

Théoreme 7.6 L'algorithme de Moore-Bellman-Ford est correct et calcsten output en util-
isantO(mn) opérations, @m = |E| etn = |V|.

Preuve. L'assertion sur le temps de parcours est évidente. Mostagorésent que l'algorithme
est correct:

Remarquons que pendant le parcours de I'algorithm&p$i-£ oo, on a toujours qu'il existe
un chemins — - - - — v de longueu¥(v) pour n'importe queb € V. On voit cela par induction
sur le nombre de fois que I'étape 9 est executée: il fausatwntrer que la mise a jour

lw) —d="Lv)+ c(v,w)
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n’invalide pas I'affirmation. C’est vrai parce que par hypege d’induction, on a un chemin
s — --- — v de longueur(v). Mais alors le chemin — --- — v — w est de longueur
{(v) 4 ¢(v,w), comme désiré.

Montrons maintenant que les longueurs trouvées sontlssgolurtes possibles.

Remarquons d’abord qu'il suffit de prouver que I'algorithitaaive la longueur du plus court
chemin passant par — 1 arétes, car il existe toujours un chemin le plus courtsdew qui
utilise au plusn — 1 arétes. En effet si un chemin en avait plus gue 1, alors au moins un
sommet apparaitrait au moins deux fois sur le chemin, italegonc contenir un cycle. Ce cycle
pourrait étre enlevé, sans augmenter le poids du chemiad@'il n’y a pas de cycles négatifs).
Ce procédé pourrait étre continué jusqu’a ce que chamummet sur le chemin apparaisse au
plus une fois, résultant en un plus court chemin passardpplusn — 1 arétes.

Etant donneé I'affirmation précédente, il suffit de montyee aprés la-eme itération de la
boucle des lignes 5-12(v) est inférieur ou égal a la longueur du plus court chesmif - - - — v
passant par au plusarétes.

On prouvera cela par induction sir Soit 4y, ;(v) la longueur du plus court chemin—
- — v passant par au plisarétes. Soif;(v) la valeur de/(v) déterminée par I'algorithmé la
fin de lai-eme itération.

Soit ¢; ,,(v) la valeur del(v) & la ligne 7 lorsque la variable = w eti = i. Notons que
pendant la-eme itération, on a alors toujoufs ; (v) > ¢, .,(v), vu quel(v) nN'augmente jamais.

A la i-eme itération, on a
gvrai,i(w) = min{gvrai,ifl(w% (Urgi)relE{gvrai,ifl(U) + C(Ua w)}}
> min{/;_1(w), min {{;_1(v) + c(v,w)}} (hyp. d’'induction terme par terme)

(v,w)eE
> min{¢;,_;(w), min {€;,(v)+ c(v,w)}} (commel;_1(v) > ;. (v))

(v,w)eEE

prouvant I'affirmation et terminant la preuve. |

7.7 FLUX DE RESEAU

Définition. Un réseaunetworR (G, ¢, s, t) est un graphe orient&€ = (V, E') avec undonction
de capacié c: E — R. et deux sommets distinguésc V' ett € V appelés respectivement
sourceet sink Nous supposons que tout autre sommet daest sur un chemin deverst.

Définition. Un flux (flow) est une applicatiori: £ — R telle que:
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1. Pourtouk € Eonaf(e) < c¢(e) (contrainte de capacité)

2. Pourtouty € V' \ {s,t}:

Yoo fle= > fle),

e€E(v,V\{v}) ecE(V\{v},v)

i.e., tout ce qui rentre dans le sommetoit aussi en sortir (sauf pourett).

On peut par exemple avoir un réseau de tuyaux (les ar&@esyeut faire couler de I'eau de
s verst. La contrainte de capacité (condition 1 dans la définitierflow) exprime alors le fait
gue chaque tuyau a un débit (capacité) maximal (en litaes@condes), et la condition 2 dit que
a chaque sommet (p.e. bifurcation de tuyaux), il entrerdut@au par unité de temps qui sort.

Dans le réseau suivant, les sommets sont des villes etpesitas des capacités de transport
entre les villes. Ici, on a = Liverpool ett = Istanbul.

10
London,/‘\ Milano
/ 3
Liverpool 3 11 . Istanbu
8 /
Lyon 14 Eindhoven

Voici un flux possible sur ce réseau:

1/10
London,/‘\ Milano

a/7
y’ 2/3
Liverpool. 0/2 3/3 3/11 2 Istanbu
8/8 12/15

Lyon 14/14 Eindhoven
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Définition. La valeurd’un flux f est

1= > fleo— D> fle).

e€E(s,V\{s}) ecE(V\{s},s)

~—

Donc|f| donne lagquantié nettetransportée de at.
Dans I'exemple ci-dessus on Al = 14.

Définition. Etant donné un réseau, flox maximalkest un flux qui a la plus grande valeur parmi
tous les flux possibles.

Remarquons qu’un flux maximal n’est pas forcément unig@st-@-dire qu'il peut y avoir
plusieurs flux qui ont la valeur maximale. Nous nous intéoes au probleme suivant:

Probléme.Etant donné un réseau, trouver un flux maximal.

La notion de cut nous fournira un critéere de maximalitencflux.

Définition. Un cut (S,T) avecS,T € V est une partitond®: SNT =0, SUT =V, avec
s € S,t € T. Lensemble des arétes allant 8& T est

E(S,T):=(SxT)NE.
Pourz € S onposeE(z,T) := E({z},T) (de méme pouf ety € T).

Dans I'exemple ci-dessus, prenons pSues villes en Angleterre et podr les autres villes,
i.e., S = {London Liverpool} et7 = V' \ S. La masse partant de Liverpool et arrivant &
Istanbul doit bien passer la frontiere anglaise a un mardenné. Le lemme suivant exprime
cette observation.

Lemme 2 Soit(G, ¢, s, t) un réseau(S, T') un cut etf un flux. Alors

fl= > fleo= > fle)
)

ecE(S,T) e€E(T,S

Preuve.

= > - D fle)

e€E(s,V\{s}) e€E(V\{s},s)
=2 2 flo- >  f@
veS \ ecE(v,V\{v}) ecE(V\{v},v)
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=31 Y fway+ Y flva)

veS TE€S z€T
(v,iz)eE (v,z)eE
- 2 @y = 3, ey
TES
(z,v)EE (x U)GE‘
= Y flwa)+ D fv)
v,x€S veS,zeT
(v,x)EE (v,iz)eE
Y - Y S
v,xES vGS:ceT
(z,v)EE (zv)EE
=Y A X A
veS,xeT veS,xeT
(v,iz)eE (zv)EE
= 2 Q- ) e
e€E(S,T) ecE(T,S)

Aussi, la capacité transporté de Liverpool a Istanbupaet pas excéder la capacité de la
frontiere anglaise. Plus formellement,

Lemme 3 Soit(G, ¢, s, t) un réseau(S, T') un cut etf un flux. Alors

1< ) cle)
e€E(S,T)
Preuve. Suit du lemme précédent, puisque
Vee E: 0< f(e) <c(e).

Remarquons qu’on peut choisir un cut et un flux quelconqus tatemme précédent. En
particulier, le lemme implique que le flux maximal ne peut@ias plus grand que le cut minimal.

Nous allons voir qu’en fait, le flux maximal eggal au cut minimal. Pour prouver cette
assertion nous avons besoin de nouvelles notations:

Pour une aréte = (u, v) € E donnée, laréte inversalee est I'arétec:= (v, u).

179



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2012 .S chaaie o

A un flux f on peut associer Igraphe €siduel(Gy,c, s, t) de f. Les arétes du graphe
résiduel sont
E':={e|lee ENf(e)<cle)}U{e|ec EN f(e) >0}

En francais, on met une aréte entre deux sommets pour etegte pour laquelle la capacité
n'est pas epuisée par le flux, et on met une aréte en sems@pour chaque aréte de flux non-
nul. (Techniqguement, le graphe résiduel est un multiggapb. il peut y avoir plusieurs arétes
entre deux sommets. Nous ignorons ce probléme ici.)

cle')— f(e) sie € E,
Cfle) = . —
FeD f(e) sie/ =e pourune € E.
On acy(e) > 0 pour toute € E'.

Le graphe résiduel; représente donc les differentes fagons dont on peutfiapéé flux
f(e) sur chaque aréte. Jie) < c(e) alors on peut augmentgie) puisqu’il n’a pas atteint la
capacité de l'aréte. Si(e) > 0 alors on peut diminuer le flux sur I'aréte

Un cheminf-augmentan® du réseadG, c, s, t) par rapport au fluy est uns-t-chemin dans
le graphe résiduelrs. f est augmenté par € R., via P, si pour toute aréte’ de P on a la
propriété suivante : sf € E, alors f(e) est augmenté de, sie’ —e, alorsf(e) est diminué de
.

Le graphe résiduel pour un certain flux représente les ficatibns possibles pour ce flux.

Exemples:
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11/14

11114

11

La valeur du flux a été augmentée dleAugmenter dey € R, augmente la valeur du flux
de~ (en général). Restriction; ne doit pas étre plus grand qu’une capacité résiduelle.

Théoreme 7.7 Soitf un flux dans unéseau G, c, s, t). Les assertions suivantes séquivalentes:

(@) f estun flux maximal,
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(b) G ne contient pas de chemins augmentants,

fl= Y cle).

ecE(S,T)

(c) Il existe un cutsS,T") avec

Preuve. (a) = (b): Supposons qué'; contient un chemin augmentaft Soity := min.cp cf(e’).
Par définition de:; on ay > 0. Donc, la valeur d¢ serait diminuée en augmentafivia P de
~, une contradiction.

(b) = (c): Gy ne contient pas de chemins augmentants, doriest pas atteignable depuis
s dansGy. SoitS 'ensemble des sommets atteignables dapslepuiss, doncs € S, ¢t ¢ S,
donc(S,T),T =V \ S, estun cut. Par définition dg:

Vee E(S,T)  f(e) = cle)
Vee E(T,S) f(e) = 0

En effet, si on n"avait pag(e) = c(e) pour un certaire € (S,7), alors il y aurait une aréte dans
Gy entreS etT, donc un sommet d€ serait atteignable depuis une contradiction. De méme
pour 'autre egalite. Par le Lemme 7 [ = >_ 557 c(e).

(¢) = (a): Suitdu Lemme 7.2. |

Ce réesultat implique le célebre Théoreme de Ford-€nsln qui suit:

Théoreme 7.8 (Ford-Fulkerson) La valeur du flux maximal dans uréseau estgalea la
valeur du cut minimal duéseau.

L'algorithme suivant est dérivé directemement de la peetdu théoreme de Ford-Fulkerson:

Algorithme 53 MAXFLOWMINCUT(G, ¢, s, t)
Input: RéseauG,c, s,t)
Output: Flow maximal dans le réseau det.

: fore € Edo
fle)=0
end for

Construire un chemirf-augmentanf; STOP si un tel chemin n’existe pas.
Posery := min, ¢s(e), ole parcourt toutes les arétes ffe

Augmenterf via P de~.

GOTO Etape 4.

NoaAswnR

Le temps de parcours de cet algorithme est problematigues Sapacités sont des valeurs
entieres, alors il est possible d’obtenir un algorithmecaun temps de parcours exponentiel.
Voir 'exemple ci-dessous.
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107 v

106 109

Quand des capacités irrationnelles sont utiliseesgstrtnéme pas certain que I'algorithme
termine. Le probleme est que nous n'avons rien dit sur comiroes chemins peuvent étre
construits. Si nous utilisons un chemin augmentant le plust@ chaque étape (par exemple, en
utilisant I'algorithme BFS), alors on peut montrer qued@atithme termine aprées au plus:/2
augmentations. Puisque chaque recherche BFS nécesdiéenps de parcours de 'ordre de
O(m), on obtient un temps de parcoup$m? - n) pour l'algorithme.

Nous ne prouvons pas ce résultat ici.
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o mathematiques olgorithmiques

Exemple Maximiser le flux des at ci-dessous:
O—*—0O

1/3 0/5

0/2

1/2

0/5 1/4

O——Q)

On trouve un chemin augmentant et I'amélioration corrasipote:

@ 07 Q @ 317 Q

1/3 0/5 1/3 3/5

0/2 0/2

O

1/2 1/2

0/5 1/4 0/5 4/4

O 0/6 Q O 076

On répete la procédure:

O
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O—*—0  O—2—0

1/3 3/5 3/3 3/5

0/2 0/2
O O = O O
1/2 1/2
0/5 4/4 2/5 4/4
(=3 @! O—m @!
Encore une fois:

() T ()
3/3 3/5 3/3 4/5
0/2 0/2
O O = O O
1/2 0/2
2/5 4/4 3/5 4/4
(= @! O @!

Encore:
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OO O—2—0
3/3 4/5 3/3 5/5

O

Q 0/2 Q . Q 1/2

0/2 0/2

3/5 4/4 4/5 4/4

Q 3/6 Q Q 4/6 Q

Finalement, on obtient le flux optimal, comme le montre le cut

S

> \
' Min Cut

313 55

y \\\1/2 V
O O

4/5 4/4

Y
Q 416 ’Q
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7.8 APPLICATION: MAXIMUM BIPARTITE MATCHING

Considérons le probleme suivant: étant donné un enlgedemn éléves, et un ensemble de
chambres, et pour chaque éleve la liste des chambresimp@réssent, donner a chaque éleve
une chambre de telle facon qu’autant d’éleves que plessdient satisfaits. (Une chambre peut
contenir exactement un éléve).

C’est le probleme de “maximum bipartite matching”.

En général: étant donné un graphe biparti awvesommets sur la gauche etsommets sur la
droite, un matching de tailléedans le graphe consiste en

e / sommets de gauche,
e / sommets de droite,

e un sous-ensemble dearétes qui connecte chacun desommets de gauche a un des
sommets de droite et vice versa.

Un maximum bipartite matchingst un matching pour lequékst aussi grand que possible. Nous
exposons une solution a ce probleme basé sur I'algoriderfix de réseau:

SoientL et R les ensembles de sommets sur la gauche et sur la droite. eAgesd sommets
s ett, pour lesquelss est connecté a tous les sommets dan®t tous les sommets datis
sont connectés & On oriente tous les sommets de la gauche vers la droite, letuordonne
une capacité de 1. On peut alors appliquer I'algorithmexMLowMINCuUT du paragraphe
précédent pour trouver un flux maximal auquel correspmathrs un matching maximal.

Exemple Supposons que nous avohétudiants eb chambres. Nous commengons avec un
graphe biparti qui indique quelles sont les chambres pgubdkes est intéressé chaque éleve:

Etudiants Chambre
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Nous ajoutons les sommet&tt, orientons le graphe et ajoutons les capacités, comnré déc
ci-dessus. On obtient ainsi un réseau:

Etudiants Chambres

Nous construisons ensuite un flfix

Etudiants Chambres
@
0/

0/1 ¢
S t
o1 . o1 e

/
—
0/1 0/1
0/1
[ ]

Nous construisons le graphe résiduel par rappgtt a
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Etudiants Chambres
1
1 1
1
1 1 1
S 1 t
1 .:I'/?>
1

Nous trouvons un chemifraugmentant:

Etudiants Chambres

Et obtenons ainsi un nouveau flux:
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Etudiants Chambres
a
[ ]
W/'
b
2 L }
S. ) .t
3 0/1 °
0/1
4 d
o 0/1
e
[ ]

Ce flux est maximal: Le cut = {s},7"=V \ S le montre.

Le matching correspondant est le suivant:

eléve| chambre
1 c
2 a
3 b
4 e

7.9 ARBRES COUVRANTS MINIMAUX

Supposons que nous aimerions connecter desAitBset C' par cable de telle fagon que tout le
monde puisse communiquer avec tout le monde. Le colt desést comme suit:

lien colt
A~ B | 35
B« C | 127
C+— A| 50

Une solution évidente est de relier chaque site a chadqegcs qui revient dans notre cas a un
coutde35 + 50 + 127 = 212.

On peut faire mieux. En ne liant queet B, et A et C', on ne paye qu8s + 50 = 85, et le
probléeme est aussi résolu: Biveut parler &, il suffit de passer le messagelajui le passera a
C.

Le cas général du probleme ci-dessus est un problemeagdeg il s’agit de trouver un
graphe connexe qui lie tous les sommets, tout en minimisartddts. Voici un énoncé formel
du probleme:
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Etant donné un graph@ = (V, E) avec fonction de poids': £ — R, trouver un arbre
T = (V,E') avecE’ C E ettel que
> wle)

ecE’
est minimal. Un tel arbre est appelé abre couvrant minima{minimum spanning tree, M$.T

(Pourquoi cherche-t-on un arbre, et non pas un graphe qugieaconnexe minimisant le cotit?
C’est simplement parce que le meilleur graphe est toujouesiore.)

Nous voulons trouver un arbre couvrant minimal pour un gea@ldonné. Les arbres cou-
vrants minimaux sont tres importants en pratique, par @kempour résoudre le probleme de
connecter un ensemble de sites en utilisant aussi peu de gablpossible, comme donné dans
I'exemple ci-dessus.

Nous étudierons deux solutions a ce probleme: I'algoréhide Kruskal et I'algorithme de
Prim.

7.9.1 VL’algorithme de Kruskal

L'algorithme glouton suivant est dii a Kruskal (1956). tSoi’ensemble des arétes dé

Algorithme 54 MINSPANKRUSKAL (G, w)
Input: GrapheG = (V, E) avec fonction de poide: £ — R+
Output: Ensemblel’ d’arétes qui forment un arbre couvrant minimald@e
. Trier £ = {ey, ..., e, } detelle facon que(e;) < w(ez) < -+ < wl(epy).
B0
- fori=1,...,mdo
if le graphgV, E’ U {e;}) est acycliquehen
E — E' U{e;}
end if
. end for

Encore une fois, et d'ailleurs a chaque fois qu’'un nouvgbathme apparait, les questions
essentielles auxquelles il faut repondre sont : est-tefpsComment I'implémenter de maniere
efficace? Quel est le temps de parcours?

Lemme 4 SoitG = (V, E) un graphe avec une de fonction de poidg&tC F un ensemble
d'arétes. S'il existe un arbr& = (V, Er) tel queE’ C Er, ete € FE est la plus petite d@te

(c’esta-dire I'aréte de poids minimal) darfs\ £’ qui ne cée pas de cycle lorsqu’elle est ajéat
a E', alors il existe un arbre couvrant minima@l = (V, Ey) tel queE’ U {e} C Ep.

Notons que ce lemme prouve que l'algorithme de Kruskal esteju’algorithme utilise ce
lemme en commengant avét = ().
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Preuve. Sie € Er alors on peut prendré” = T et la proposition est vérifiee. Supposons
maintenant que ¢ Ep. Sion ajoute: & £ on crée un cycle (puisqu’un arbre susommets

a toujoursn — 1 arétes, donc en ajoutant une aretg &ne sera plus un arbre et aura donc un
cycle). Ce cycle a une aréte qui appartient & \ E’ (puisque le fait d’ajoutee & £’ ne crée
pas de cycle par supposition). Ajoutgra £’ n'aurait pas créé de cycle, et donc puisguest la
plus petite aréte a avoir cette propriété, om(@,;) > w(e). Si on remplace; pare dans’ on
crée un autre arbre couvrant qui contient

Puisquew(e;) > w(e), le colt de cet arbre couvrant est au plus le colit déest donc aussi
minimal. [

Quelle est I'implémentation la plus simple de l'algoritamie Kruskal?

e Trier lesm arétes en temp®(mlog(m)) (nous avons vu comment faire dans le chapitre
précédent),

e pour chaque aréte en ordre, tester si elle crée un cyckelddorét que nous avons constru-
ite jusqu’a présent. Si oui on 'efface, sinon on I'ajoat@otre forét. Avec un BFS/DFS,
on peut faire le test en tempxn) (puisque I'arbre a au plus sommets et au plus — 1
arétes).

Le temps total esb(mn).
Peut-on faire mieux®UI, en utilisant |aStructure de donges Union Find
Que fait I'algorithme de Kruskal?

Il commence avec unfrét! dans laquelle chague élément est un sommet. Il conneate de
composantes de la forét en utilisant une aréte minimalessleux sommets de cette aréte ne
sont pas dans la méme composante (i.e. aucun cycle n&st ddonc, si nous pouvons savoir
rapidement quels sommets sont dans quelles composanteigvoas pas besoin de tester la
non-existence de cycles!

Algorithme 55 ABSTRACTMIN SPANKRUSKAL (G, w)
1: Stocker les arétes dans un heap
2: T «— ()
3: while |T| <n—1do
4:  (v,w) < l'aréte minimale du heap
5. if composante(v) # composante(w) then
6 ajouter(v,w) aT
7 réunir les composantes deet dew en une seule composante.
8
9:

end if
end while

1Une forét est une collection d’arbres.
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Si nous pouvons faire le test a la lighen tempsD(log(n)) et 'union a la ligne7 enO(1),
alors un arbre couvrant minimal peut &tre trouvé en te@ps log(n))! (Il faut un tempsO(m)
pour créer un heap, €l(mlog(n)) pour toutes les opérations a I'intérieur de la boucle).

Pour faire les tests et les unions en ter@y§ig(n)), nous maintenons les sommets dans une
structure de donées Union Find

7.9.2 La structure “Union Find”

Nous avons besoin d'une méthode rapide pour tester si @te @lie deux sommets dans une
composante déja créeée. Pour cela, nous utilisons unetste de données qui permet de gérer
une famille d’ensembles, i.e., de vérifier si deux élémemnt dans le méme ensemble, et de
fusionner deux ensembles en un autre ensemble.

On va munir chaque composante d’un (unique) représer@arpeut alors déterminer si deux
sommets se trouvent dans la méme composante en regaliiaohsle méme représentant.

On stockera les éléments d’une composante dans un admeadacine est un représentant.
L'opération END cherche pour un sommet donné la racine de “son” arbre.elatpn UNION
forme l'union de deux arbres, en ajoutant I'arbre avec |l jpletit nombre de sommets en tant
gue descendant de la racine de I'arbre avec le plus grandneaelsommets. (Choix arbitraire,
si les tailles sont les mémes.)

Colt pour END: hauteur de l'arbre.
Colt pour WNION: hauteur de I'arbre.

Théoreme 7.9 SoitT I'arbre obtenu en formant des uniogtement paelement dans un ordre
arbitraire. Alors la hauteur d€” est au pluggalea log,(|T).

Preuve. Nous procédons par induction g¥ (le nombre de sommets dan$.
Base Si |T'| = 1 alors sa hauteur vaut 0, et on a bieg, (|7']) = log,(1) = 0.

Pas Supposons qué est l'union de deux arbre®¥; et l; de hauteursh; et h,. Remar-
quons qu'on d7T'| = |Ti| + |T3|, donc (en supposant qug et 7, ont au moins un sommet
chacun)|Ty|,|Tz| < |T|. Nous pouvons donc appliquer I'hypothése d’inductionrpolotenir
hy <log,(|T}|) ethy < log,(|T3]).

Supposons sans perte de généralité |qye < |73|, donc la racine d€ sera dang” un
descendant de la racine @g (par la construction d&’). Notonsh la hauteur d€’, alorsh =
max{h; + 1, ho}. Nous distinguons deux cas.

Cas 1. hy < hy: alorsh = hy < logy(|T3]) < logy(|T]), par hypothese d’induction, et
puisqueTy| < |T.

Cas2.hy < hy: h = hy +1 <logy(|T1|) + logy(2) = logy(2 - |T1]) < log,(|T1| + |T3]) =
Ing(‘TD-
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Donc on a dans tous les cas< log,(|T)). [

L'opération END peut étre implémentée pour des composantes de grapmesecsuit. Nous
maintenons pour chaque sommaetu graphe les champs suivants:

e v.pred: pointeur au parent obULL si c’est une racine.

e v.size: la taille de la composante correspondante i c’est le représentant. (S'il ne s’agit
pas du représentant, ce champ ne sera pas utilisé.)

Algorithme 56 FIND (u)
Input: Sommet, d’'un graphe
Output: le représentant de la composanteude
L r<—u
while r.pred # NULL do
r < r.pred
end while
return r

akrwnR

Algorithme 57 UNION(u, v)

Input: Sommets: etv d’'un graphe.

Output: Fusionne les ensembles contenargt v; retournetrue ssiu et v étaient dans des
composantes distinctes.

1: r < FIND (u)

2: s «— FIND(v)

3. if r #£ s then

4: if s.size < r.size then

5: s.pred < r

6: r.812€ <— r.S1ze + S.stze
7. else

8: r.pred «— s

9: 5.812€ «— S.s1ze + r.size
10:  endif
11: return true
12: else
13: return false
14: end if

Exemple: Supposons gue nous avons les composantes suivantes:

{a,b,h,k,m},{c, g,p},{e},{d,n},

avec comme représentants respedtifs e etn. lls pourraient donc &tre stockés comme suit:
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b g o€
aﬁh\m C/\p d
k

Donc par exemple IND (k) retourneraith (la racine), FND(g) retourneraity, FIND(e) re-
tournerait, et HND(d) retournerait.. Sinous appelonsfonN(a, m), 'algorithme ne toucherait
pas aux arbres et retournerBMLSE (puisquex etm se trouvent dans la méme composante). Par
contre si nous appelonsNUoN(#, p), I'algorithme retourneraifRUE et nous aurions:

C P k

En effet, puisque la composantedé3 sommets) est plus petite que cellefdé sommets),
sa racineg est ajoutée comme descendant de la racine de la composahtéc@st a direb).
Nous avons donc fait I'union des deux composantes. Nos csampes sont donc maintenant:

{a7 b7 C7 ga ha ka m7p}? {6}7 {d’ n}

7.9.3 Version finale de I'algorithme de Kruskal

Nous commencons par mettre toutes les arétes dans un df@aple pouvoir rapidement
retrouver la moins chere a chaque étape. Au fur et a reapug nous choisissons quelles arétes
prendre pour notre arbre couvrant minimal, nous les plagans 'ensembl&. Nous regardons
les arétes de la moins chére a la plus chere. Une arB&oedgée &l si elle connecte deux
composantes connexes (SNION(u, v) retourneTRUE), c'est-a-dire si elle ne crée pas de cycle.
On sait qu’un arbre sur sommets doit avoin — 1 arétes, donc dés qU&| = n — 1 nous avons
notre arbrérl".

7.9.4 L’algorithme de Prim

Comme l'algorithme de Kruskal, I'algorithme de Prim trouwe arbre couvrant minimal dans
un graphé&=. Il commence a un sommet et grandit ensuite I'arbre arétargte.
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Algorithme 58 MINSPANKRUSKAL (G, w)

Input: GrapheG = (V, E') muni d’une fonction de poide: £ — R+
Output: Ensemblel’ d’arétes qui forment un arbre couvrant minimald@e

1: BOTTOMUPHEAPCREATE(FE) (par rapport av)

2: forveVdo

3:  w.pred <+ NULL
4 v.s1ze «— 1

5: end for
6
7
8
9

T «— 0
: while Nombre d’arétes daris < n — 1 do
(u,v) < DELETEMIN(E)
. b «—UNION(u, v)
10: if b = true then
11: T —TU{(u,v)}
12:  endif
13: end while
14: return T

En tant qu’algorithme glouton, quelle aréte devrions npendre? L'aréte la moins chere
qui ajoute un sommet a I'arbre sans créer de cycle.

Pendant I'exécution, nous indexons chague sommet sait ‘driege” (anglais pour bord)
s'il existe une aréte que le relie a I'arbre déja cetégvec “unseen” sinon.

1: Choisir un sommet arbitraire pour commencer, ajouter sesnga fringe.
2: while il y a des sommets fringeo

3:  Choisir une aréte = (v, f), avecv appartenant a I'arbre ¢ta fringe.

4:  Ajouter le sommet et I'arétee a I'arbre.

5.  Enleverf de fringe.

6:  Ajouter tous les voisins unseen de@ans fringe.

7. end while

Cette procédure crée clairement un arbre couvrant, pi@squn cycle ne peut &tre introduit
entre I'arbre et des sommets fringe. Mais s’agit-il d’'unrariminimal?

Théoreme 7.10SoitG = (V, E) un graphe connexe et poa@ (avec poids). Soit C F un
sous-ensemble d'ates tel qug’ = (V, E7) est un arbre couvrant minimal. Sait’ C Er, et
soitV’ C V I'ensemble des sommets incideatane aéte danst’. Si(z,y) est une agte de
poids minimal telle que € V' ety ¢ V', alors E' U {(x, y)} est un sous-ensemble d’un arbre
couvrant minimal.

Preuve. Nous pouvons supposer que,y) ¢ Er. CommeT est un arbre couvrant, il y a
un chemin der ay dans7. Soit (u,v) une aréte sur ce chemin telle quec V', v ¢ V',
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En effacant(u, v) et en le remplagant pdr;, y), on obtient un autre arbre couvrant. Comme
w(u,v) > w(x,y), le colt de cet arbre couvrant est inféerieur ou égal au de7'. |

Quel est le temps de parcours de 'algorithme de Prim? Gadand des structures de données
utilisées.

Limplémentation la plus simple: marquer chaque sommetroe appartenant a I'arbre ou
non, et recommencer la recherche a chaque fois des l¢:débu

1: Choisir un sommet arbitraire pour commencer.

2: while il y a des sommets non-arbde

3:  Choisir une aréte minimale avec une extremité dans kagibi’autre hors I'arbre.
4:  Ajouter I'aréte choisie et le sommet correspondant dtar

5. end while

On peut réaliser ceci en temp¥|V| - |E|) en utilisant DFS/BFS pour parcourir toutes les
arétes avec un temps constant par aréte et un totaltéeations,» = |V|. Peut-on faire mieux?
Oul.

L'algorithme amélioré résultant ressemble a I'algfume de Dijkstra. Nous ajoutons a I'arbre
T un sommet (et une aréte) a chaque étape. Nous stockosetdlel) des sommets qui ne
sont pas encore dafis Les sommets d&€ sont donc ceux d& \ ). Pour chaque sommete @,
nous stockons ungé, qui, a n’importe quel point de I'algorithme est la distamginimale de a
I'arbre actuell’. A la fin de I'algorithme, 'ensembl& est vide,I' contient tous les sommets du
graphe, et est un arbre minimal couvrant. Nous implémextfosous forme de queue a priorité
(heap) par rapport aux clés (les plus petits eléemeat# @rioritaires).

Remarquons que nous représentons les arétésalec I'arrayp. Pour un sommet, p|v]
est le “prédécesseur” de donc(p[v], v) est une aréte d€. Notons quel” a bienn — 1 arétes
puisque tous les sommets saudnt un prédécesseur.

Pour montrer que 'algorithme fonctionne correctementisxdevons montrer quey|[v] est
toujours la distance ded V' \ Q U {u}, ouwu est choisi a I'étape 8. C’est une simple preuve par
induction.

Pourquoi avons-nous besoin de I'étape 13 (SiftUp)? Noilisaris Q comme min-heap.
Dans I'étape 12, la valeur decy[v] a été réduite. Dong; doit trouver sa juste place dans le
heap, et il faut donc faire un SiftUp (c’est SiftUp plutdteg8iftDown, parce que l'arbre est un
min-heap, i.e. la racine contient le plpstit elément).

Théoreme 7.11Le temps de parcours de I'algorithniviN SPANPRIM estO(m log(n)), olm =
|E],n=V].

Preuve. La queue est créée en tempén) dans I'étape 6 (BTTOMUPHEAPCREATE, par ex-
emple). Le cout d’étapes 8 dans l'algorithme entier@gt: log(m)): Chaque sommet est
inserer dang) au plusdeg(v) fois, donc@ a au plusn = |E| elements. La boucle for de la ligne

197



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Algorithme 59 MINSPANPRIM (G, w)

Input: GrapheG = (V, F) avec fonction de poide: £ — R+

Output: Ensemblef’ d’arétes qui forment un arbre couvrant@e
1: Choisirs € V arbitrairement.

2: forue V' \ {s} do
3 keylu| «— oo
4: end for
5: key[s] < 0, p[s] < NULL
6: Q queue de priorité (min-heap) surp.r. akey
7. while Q) n’est pas videlo
8: wu « ExtractMin(@)
9: if u est deja marquéhen
10: Goto Pas 7
11:  end if
12:  Marqueru
13: for v € N[u] do
14: if v n’est pas marqué w(u,v) < key[v] then
15: plv] — u, key[v] — w(u,v)
16: SiftUp(Q, v)
17: end if
18:  end for
19: end while

20: B — {(p[v],v) |v €V Av # s}.
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13 est parcourue au pl@sn fois, comme chaque aréte est visitée au plus une fois gracun
des sommets incidents. L'opération a la ligne 16 est eftszen temp® (log(m)), donc le colt
total de cette opération pendant I'exécution compl&édalgorithme esO(mlog(m)). Toutes
les autres opérations utilisent un tendp@n). Ainsi, le temps de parcours complet est

O(mlog(m) 4+ n) = O(mlog(n)),

parce quen < n?, donclog(m) < 2log(n). |

7.10 DETECTER DES CYCLES

Pendant la discussion de I'algorithme Moore-Bellman-HRuds avions supposé que le graphe
ne contenait pas de cycles négatifs. Dans cette sectios vevrons comment trouver de tels
cycles. De plus, nous étudierons le probleme de trouveryale avec le plus petit poids d’aréte
moyen (I'algorithme de Karp).

7.10.1 Détecter des cycles négatifs

L'algorithme suivant, d'une simplicité surprenantetetenine si un graph& = (V, E) muni
d’une fonction de poids : £ — R possede un cycle négatif.

Algorithme 60 NEGATIVECYCLE(G, w)
Input: GrapheG = (V, E) avec fonction de poids: £ — R
Output: true si G aun cycle négatifialsesinon.

1: Choisir uns € V arbitraire.
Appliquer l'algorithme de Moore-Bellman-Ford(&, s), pour obtenir pour touty € V' la
distance la plus courtéw) entres etw.
for (u,v) € Edo

if £(u) +w(u,v) < £(v)then

return true

end if
end for
return false

N

e B R o

Théoréeme 7.12L'algorithme ci-dessus donne u@sultat correct e (nm) opérations, @i n =
V| etm = |E|.

Preuve. Pour le temps de parcours, nous savons qu'’il alitm) opérations pour I'algorithme
MBF, et voyons ensuite qu'il en fad®(m) pour la boucle for aux lignes 3-7 (puisque la boucle
est exécutée une fois pour chaque aréte).
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Montrons maintenant que I'algorithme est correct. S’is¢aiune arétéu, v) telle quel(u) +
w(u,v) < {(v), alorsf(v) n'est pas la longueur du plus court cheminsdev, comme le chemin
passant pat est encore plus court. Dore contient nécessairement un cycle négatif, puisque
nous savons que l'algorithme de Moore-Bellman-Ford masthetout graphe qui n’a pas de
cycles négatifs. Supposons maintenant que l'algorittermaine avec I'outpufFALSE. Alors:

V(u,v) € E: Llu] +w(u,v) > Lv].
SoitC' = (vg, vy, ...,v,) Un cycle, i.e.(v;,v;11) € E pour touti, etvy = v,. Nous aimerions
montrer que’’ est positif.

k k

> (i) + w(vig,v:) = i),

=1 =1

Commerzlﬁ[v,»_l] = Zleﬁ[vi] (vo = vi), on peut enlever ces deux termes de la somme

ci-dessus pour obtenir:
k

Z w(vi,l, Ui) 2 0.

=1

Donc, le cycleC est positif. Ainsi le graphe ne peut pas contenir de cyocbemtifs. |

7.10.2 L’algorithme de Karp pour trouver des cycles avec poids
moyen minimal

SoitC' = (v, vq,...,vx) Un cycle dans le graph@ (doncuvy = v;). Nous supposons que est
orienté et connexe. Alors la quantité

k

Z w(vi—1,v;)

=1

n(C) =

T =

est le poids moyen d€. Dés lors,

B=H (G) B Ccyg}altlt’llansgu(c)

est le poids moyen minimal d’un cycle du graphe. Karp a coigtn 1978 un algorithme pour
calculer cette quantité.

Soits un sommet arbitraire dargs = (V, £'). Pourxz € V soit

Fi(z) := min {Z w(vi_1, v;)

i=1

vo = S, v, = T, (Vi_1,v;) € E}

la longueur du plus court chemin dea = utilisant exactement arétes. Pour tout € V,
0 < k < n, nous pouvons calculer les valeurgz) en utilisant la programmation dynamique:
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.Fo(S):O
e VeV \{s}: Fyz)=00
eV1i<k<nzecV:

Fy(z) = min eE{Fk_l(u) + w(u, x)}.

ueVA(u,x)

Exercice Montrer que les récursions sont correctes et que les isalgux) peuvent étre cal-
culées en temp@(nm).

Théoreme 7.13La quantie u* satisfait 'egalite suivante:

4 = min max .
€V 0<k<n n—=k

Preuve. Nous considérons d’'abord le théoreme dans leu¢as 0, i.e., nous montrons que dans
ce cas

min max F,(z) — Fi(z) = 0.

zeV 0<k<n
Soit/(z) le colt minimal d’'un chemisimpledes az (i.e., un chemin qui ne passe pas deux fois
par le méme sommet).

Un tel chemin passe par au plus- 1 arétes (sinon il ne serait pas simple). De plus, comme
w* = 0,iln’y a pas de cycles négatifs, les chemins simples somt ¢ks plus courts et on a donc

: = mi < .
VeeV: ((x) Jnin. Fi(z) < Fo(x)

Ceci implique que
VeeV: max F,(x) — Fy(z) >0,

0<k<n

donc en particulier:

: B > 0.
min max F.(x) — Fy(z) >0

Pour finir la preuve, nous devons montrer qu’il y a un sommtet quer;, (z) = ¢(x). SoitC un
cycle dans le graphe ave¢C') = 0, et soitw € C' arbitraire (nous savons qu’un tel cycle existe
puisqueu® = 0).

Soit P un chemin minimal de aw suivi parn itérations du cycl&€’'. P contient au moins
arétes. Soif”’ le chemin formé par les premiéresarétes de”. Le colt du chemirP est/(w)

(commep(C) = 0 et il n'y a pas de cycles négatifs). Tout sous-chemin d’uencim de codt
minimal est aussi de colt minimal. Bi dénote les arétes d¥, etz son sommet terminal, alors

> w(e) = l(x) = Fy(x).

ecE’
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Donc,z est un sommet ave¢r) = F,,(x), ce qui montre I'affirmation du théoréme pquir = 0.
Dans le cas général, en réduisant les poids des arétes donstante on réduit

min max
zeV 0<k<n n—=k

part. (Pourquoi?) Choisir alors= —p* et appliquer la partie précédente. |
Théoreme 7.14L" algorithme de Karp calcule son output en tempgm).

Preuve. Les valeurdi,(z) pourz € V peuvent étre calculées en tenpgum). La méme chose
est vraie pour les valeurs
Fy(z) — Fi(x)
n—=k '
Pour construire un cycl€ avecu(C) = p*, on doit trouverk etz tel que

Fo(z) — Fi(z)
n—=k

Ces valeurs peuvent étre calculées est stockées pdedaitul deu*. Cette identité dit que le
cycle qui nous intéresse est formé des & dernieres arétes d’'un chemin minimaldax avec
n arétes. Il est donc facile de reconstruire le cycle si pehidacalcul deFj(z) nous stockons
aussi le sommet prédécessgpir):

pr(z) :=vavecFy(z) = Fj_1(z) + w(v, ).

Ceci conclut la preuve. |
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Les problemes NP-complets

Nous avons jusqu’a présent surtout vu des problemeslpsguels il existe une solution algo-
rithmique efficace, ce qui a peut-étre suscité la fausgeassion que tous les problemes ont de
telles solutions.

Ce n’est pas vrai du tout! En fait, malgré de nombreux edfalts meilleurs experts du
domaine, beaucoup de problemes qui semblent similaicesiavus dans ce cours restent sans
algorithme efficace.

La théorie de NP-complétude tente d’expliquer pourqumishn’avons pas réussi a trouver
des bons algorithmes dans certains cas. Dans ce chapiiieyaons les aspects principaux de
cette théorie.

8.1 LA CLASSE P

Une fonctionf: N — R est ditepolynomialeen fonction dg;: N — R s'il existe un polynome
p etun entierN tels que pour tout > N: f(n) < p(g(n)).

Exemples:

e Décider siun graphé& = (V, E) est connexe: lalongueur d’input est polynomialeien |V|.
La longueur d’output esD(1).

e Trouver le flux maximal d’un résedid, c, s, t), ou les colts sont des entiers positifs\/: la
longueur d’input est polynomiale ety| etlog,(M). La longueur d’output est aussi polyno-
miale en|G| etlog,(M).

e Décider si un entieV est premier: la longueur d’input efibg,(/V)]. La longueur d’output
estO(1).

e Le probleme du sac a dos: Etant donnébjets de poids< W et des valeurs< V, trouver
la plus grande somme de sous-ensemslbget supnqui est< M: la longueur d’input est
polynomiale em, log, (W), log,(V'), etlog,(M); la longueur d’output est polynomiale en
etlog, (W).
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On dit qu’un problemest dans Pou est en temps polynomiglil existe un algorithme pour
le résoudre dont le temps de parcours est polynomial emguieur de I'input.

Exemples:

e Décider si un graphe est connexe est dans
e Trouver le flux maximal d’'un graphe est ddhs
e Est-ce que le probléme du sac-a-dos est d¥hs

e Est-ce que le probleme de décider la primalité d'un emtse dan$?

Il a été recemment prouve, apres des années de rbehermire des siécles (depuis Gauss
en fait), que ce dernier probleme est dénskn effet un algorithme (I'algorithme AKS, 2002)
résout ce probleme en temps polynomial.

Le troisieme probleme n’est tres probablement pas #amsus montrerons plus tard qu’il
estNP-complet

La classeP couvre, en un certain sens, la classe des problemes qupdlamésoudre de
manere efficaceasymptotiquement.

8.2 REDUCTION POLYNOMIALE

But: Utiliser une solution d’'un problemB pour résoudre un problemé

Nous dirons que le problem&estpolynomialementéductiblea un probleme3 si n'importe
quel inputa de A, peut étre transformén temps polynomian un inputb de B tel que A est
solvable sur si et seulement SB est solvable sub. De plus, nous exigeons que la longueur de
b soit polynomiale en la longueur de

Nous notons cecll <p B. Cette relation entre problemes est en fait une relatimsitive
: SiA <p BetB <p C,alorsA <p C. En effet, deux réductions polynomiales forment une
réduction polynomiale.

Exemple: Soit A le probleme maximum bipartite matching,/ete probleme du flux maximal.
Nous avons vu qud <p B.

Si A <p B, alors “A est au plus aussi dur quB”. Si A <p BetB <p A, nous écrivons
A =p B. Dans ce casi et B sont “a peu pres de méme difficulté”.

8.3 LA CLASSE NP

Pour de nombreux problemes, aucun algorithme en temps@uoiial n’est connu. Cependant,
pour de nombreuprobléemes de &cision on peut donner un algorithme qui vérifie une solution
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en temps polynomial.

Exemple: Considérons le probleme de décision suivant: “Etannéam entier, est-t-il com-
posé?” (i.e. non-premier).

Supposons que nous ne sachions pas comment résoudre Em@Eran temps polynomial
(ce qui était encore le cas avant la decouverte de I'alyoet AKS en 2002). Il est par contre
facile de convaincre quelqu’un qu’'un nombreest composé en exhibant deux entiers 1 et
b > 1tels quea - b = n. Ce test se fait en temps polynomialleg,(n), i.e. en la longueur de
linput.

La classe NP consiste en tous les problemes de décisiongsnuels il existe unpreuveen
temps polynomial. Par exemple, le probléeme ci-dessus\wd@rssa un nombre est composeé est
dans NP.

Tous les problemes dans P sont aussi dans NP. (Pourquoi?)

Nous donnons a présent une liste d’autres problemesNians

e INDEPENDENTSET: étant donné un graph@ = (V, E), et un entierk, le graphe contient-il
un ensemble indépendant de taite/{ ?

Rappelons qu’un ensemble independant dans un gr@phe(V, E) est un sous-ensemble
deV tel que deux éléments quelconques/de sont pas reliés par une arételde

e CLIQUE: étant donné un graph@ = (V, E) et un entierk, le graphe contient-il une clique
de taille> K?

Rappelons qu’une clique dans un graghe= (V, F) est un sous-ensembfe de V' tel que
deux élements quelconque @esont reliés par une aréte e

Nous avons que
INDEPENDENT SET(G, K) =p CLIQUE(G, K).

En effet, un ensemble indépendant est une clique dans Ipléorent du graphe.

®
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Un node covedans un graph& = (V, E') est un sous-ensemb$eC V' tel que chaque aréte
a au moins un point terminal dass Le probleme NDE-COVER est comme suit: étant donné
un entierK et le graphe~, existe-t-il un node cover dardg de taille< K?

Remarquons que ObE-COVER =p INDEPENDENTFSET: Un sous-ensemblg deV est un
node cover si et seulementisi= V' \ S est un ensemble indépendant!

O

8.4 NP-COMPLETUDE

Un problemeA est appeléNP-completsi A € NP et pour tous les probleméds dansNP on a
B <p A.

Ainsi, si on peut résoudrd en temps polynomial, alors on peut résoudre tous les gnodd’
dans NP en temps polynomial! Donc, les problemes NP-caspleuvent étre considérés
comme les problemes I@dus difficilesdans la classe NP. Nous avons le résultat suivant:

Si A est NP-complet,B est dans NP, etd <p B, alors B est aussi NP-complet.

La preuve est en fait triviale et s’ensuit des définition®e gremier probleme a avoir été
identifie comme étant NP-complet esslatisfiability problem(SAT).

8.5 PROBLEMES DE SATISFIABILITE

Considérons les formules booléennes suivantes:

e Variables:zy, ..., z,;
° Litteéraux\;: z; ou —x;;
e Clausegl;: A1 V Ay V- -V A, pour un certairk; > 0;

e FormuleF: Cy ANCy A--- ACy pour un certairt > 0.
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Exemple:
(ZL’l V T2 V ZT3 V ZE4) A (_h’El V _h’L’Q) A (_h’El V ) V I’4).
Le probeéme SAT est alors le suivant :

SAT: Etant donné une formul€, peut-on donner aux variables des valeurs dans} telles
gueF soit vraie?

Théoreme 8.1.(Théoreme de Cook-Levin) SAT est NP-complet.

Le problemek-SAT est une variante de SAT dans laquelle chaque clausealasister en
exactement litteéraux.

Théoreme 8.2.3-SAT est NP-complet.
Preuve. Nous allons montrer que SAT » 3-SAT. Etant donné une formulé comme input pour
SAT, nous introduisons pour chaque clause
Ci=MV---VA
une nouvelle variable;, et divisong’; en deux clauses:

Fi=A V- VAo Va) A1 VAV -zy).

Clairement,F; est satisfaisable si et seulement'siest satisfaisable.

Nous procédons récursivement en coupant la clause lgphngle jusqu’a ce que toutes les
clauses aient trois littéraux. $i contient une clause avec deux litterauxet Ay, nous ajoutons
une nouvelle variabl& et divisons la clause en

()\1\/)\2\/1’) /\()\1 \/)\2\/_\1')

Ceci termine la preuve. [

On peut montrer de la méme facoi:SAT est NP-complet pour > 3. Cependant2-SAT
est dans P! C’est-a-dire, il existe un algorithme pouougse2-SAT en temps polynomial.

Not-all-equal-3-SAT (NAE-3-SAT): Toutes les clauses amig littéraux. Une clause est
satisfaite si et seulement s'il existe deux littéraux dardause avec des valeurs differentes.

Par exemple:
(z,y,2) € {(1,0,1),(0,1,0)}

satisfait la clause
zV-yVz.

Théoreme 8.3.NAE-3-SAT est NP-complet.
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Preuve. Nous montrons que 3-SAX p NAE-SAT. SoitF' = C; A - - - A (), une formule dans
laguelle chaque clause contient exactement 3 litteraomqd’ est un input pour le probleme 3-
SAT). Nous allons construire a partir deune formuleGG de telle fagon qué” soit satisfaisable
si et seulement g est NAE-satisfaisable.

Nous allons utiliser dan& les mémes variables,, . . ., x,, que dang", en ajoutant en plus
m + 1 variables:wy, ..., w,, (donc unw; pour chaque claus€;), et une variable.. Ensuite
chaque clause
Cj == )\jl V )\jg V )\jg

dansF est transformée en 2 nouvelles clauses:

1 2
C; C5

A

Z)\jl V )\jg V wji/\z—'wj V )\jg V Z)x
dansG (G contient don@m clauses).

Si une attribution satisfait’, alors nous pouvons construire une attribution qui NAEséait
G: Nous gardons les mémes valeurs peyr. . . , z,,, puis nous posons=0,etvj =1,...,m:
w; = Ajz A 2. En effet:
e Si )\;3 = 1 alorsC? est NAE-satisfaite (puisque = 0), et commew; # \;1, C] est aussi
NAE-satisfaite par notre attribution.
e Si )3 = Oalorsw; = 0, etdonc~w; = 1, ce qui implique que;“j? est NAE-satisfaite. De plus,
nous devons avoik;; = 1 ou ), = 1 (puisque\;s = 0 et I'attribution doit satisfair€’;) et donc
C} est aussi NAE-satisfaite.

Réciproquement, si une attribution NAE-satisfait alors nous allons montrer que cette
méme attribution (restrainte aux variables. . ., x,,) satisfait aussf’. Supposons sans perdre
de généralité que = 0 (sinon nous prenons le complément de l'attribution, quiBNgatisfait
aussiG). Nous voyons que pour chaque cladse
¢ Si )\;3 = 1 alors(C) est clairement satisfaite.

e Si )\;3 = 0 alors nous devons avoifw; = 1 (pour queC]? soit NAE-satisfaite), et donc
w; = 0 ce qui implique que soik;; = 1 ouj, =1 (puisqueC} est NAE-satisfaite) et donc
C; = X\j1 V Aj2 V \j3 est aussi satisfaite. |

Un autre probleme de satisfiabilite NP-complet est

MAX-2-SAT: Etant donné une formule dont toutes les clausesorglus deux littéraux,
trouver une attribution des variables qui maximise le nad® clauses satisfaites.

Exemple fondamental:

TANYNzZNWA
(mzV=y) A (myV —z) A (mz V—z)A
(xV—-w) A (yV-w)A(zV-w).
Lemme 8.1.Siz Vy V z = 1, alors il existe une attribution pour qui satisfait sept des clauses
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ci-dessus. St = y = z = 0, alors pour n’importe quelle valeur de la formule ci-dessus aura
au plus6 clauses satisfaites.

Preuve. Exercice.
En utilisant cette construction, nous pouvons montrer qu&\-SAT est NP-complet.
Théoreme 8.4.MAX-2-SAT est NP-complet.

Preuve. Nous réduisons 3-SAT a ce probleme. Etant donné la f@SAT C; A --- A C,y,
nous introduisons pour chaque clause une nouvelle variglderemplacons la clause par les
10 clauses ci-dessus (aveaemplacé paw; etz, y et z remplacé par les literaux d&).

La nouvelle formule a0m clauses. Nous montrerons que la formule &m attributions
satisfaisantes si et seulement si la formule originaleaggfaisable. Dans chaque groupelde
nouvelles clauses, il peut y en avoir au plugui sont satisfaisantes. Ainsi, s’il y erca7m qui
sont satisfaites, le nombre de clauses satisfaites esteexewt?m, et par le lemme ci-dessus
toutes les clauses dans la formule 3-SAT originale sorgfaétes. S’il y a moins quém clauses
satisfaites, alors il y a un groupe qui a moins gutauses satisfaites, et donc la formule originale
n’est pas satisfaisable. |

8.6 QUELQUES PROBLEMES DE GRAPHE NP-COMPLETS

On rappelle d’abord queNDEPENDENTFSET est le probleme suivant: Etant donné un graghe
et un nombre € N, déterminer s'il existe dans un ensemble indépendant de tailel

Théoreme 8.5.INDEPENDENTFSET est NP-complet.

Preuve. Nous allons montrer qua-SAT <p INDEPENDENFSET. Etant donné une formule
3-SAT avect clauses, nous construisons un graphe qui a un ensembfeeimdignt de taille> ¢
si et seulement si la formule est satisfaisable. La construde ce graphe se fait comme suit:

e Chaque clause correspond a un triangle.
e Les litteraux complémentaires sont reliés par unet@rré

(.1'1 V i) V .Z'g) A (_\xl V X9 V _\[E;g) A (_\xl V i) V .1'3)
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Une attribution valable dans une formule 3-SAT atvelauses donne un ensembleépéndant
de taille> t:

Nous commencons par mettre dans notre ensemble tous leseternorrespondant a des
littéraux qui sont vrais dans I'attribution. Dans chaguartgle, s’il y a plus que deux sommets
dans notre 'ensemble, nous en enlevons un ou deux pouredduwnombre a un.

L'ensemble résultant est indépendant: Un sommet dangangte ne peut pas étre connecté
a un sommet dans un autre triangle, puisque le littéral eicemplément ne peuvent pas tous
les deux valoir un. Deux sommets dans I'ensemble indépegmiapeuvent pas étre dans un
triangle, puisque le procédé s’en est assuré.

De plus, comme toutes les clauses sont vraies, il y a au maoitigt@ral par clause qui est
vrai, et donc un moins un sommet par triangle qui est daneretsemble. Comme il y &
triangles, la taille de I'ensemble estt.

Un ensemble ingpendant de taille> ¢ dans le graphe @nea une attribution valable de la
formule originale:

Clairement, si la formule originale faclauses, alors le graphetdriangles, et I'ensemble
indépendant maximal est donc de taitlle Nous donnons a chaque littéral dans I'ensemble
indépendant la valedr, et aux autres littéraux la valeOr

Alors chaque clause dans la formule est satisfaisable,né & pas de contradiction entre
les littéraux et leurs compléments puisqu’ils sont caé@s dans le graphe (donc les deux ne
peuvent pas étre dans I'ensemble indépendant). |

Corollaire 8.1. CLIQUE et NODE-COVER sont NP-complets.
C’est parce que

INDEPENDENTFSET =p CLIQUE =p NODE-COVER.

Un cut dans un graph@ = (V, E) est une pair¢S, 1\ S), ouS C V. La taille d’'un cut est
le nombre d’arrétes entrgetV \ S.

MAX-CuUT: Etant donné un graph@ et un entiem, existe-t-il un cut de taille> n?
Théoreme 8.6.MAX-CuT est NP-complet.

Preuve. Nous allons montrer que NAE-3-SAT » MAX-CuUT. Etant donné une formule NAE-
3-SAT F, nous construisons un grapfieet une valeurs tels queF’ est NAE-3-satisfaisable ssi
GG aun cut de taille> K. Soitm le nombre de clauses dahAs et soientzy, .. ., z,, les variables.

On commence par posé& = 5m. Ensuite, notre graph@ a comme sommets,, ..., z,,
-z1,...,x,. Pour chaque clausg; = a Vv 3V v, on ajoute le triangléw, 3, 7] aux arétes de
G. Pour chaque, soitn; nombre d’occurrences de ou —z; dansF'. Ajoutern; arétes entre;
et —x; dansG. G devient un graphe avec plusieurs arétes entre ses somumets graphe est
appelé umultigraphg. Remarquons qué' a2n sommets, efm arétes.

210



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Supposons qu’il y a un cuyts, V' \ S) de taille> 5m dansG. Sans perte de généralité, les
variables et leurs négations ont des cotés differents cut. Autrement, si;; et —z; se trouvent
du méme cote, ils contribuent ensemble au pluarétes au cut. Si on les met de deux cotés
differents, on augment la valeur du cut pa grace a I'aréte entre; et sa negation), et au méme
temps, on diminu la valeur par au plas on pert la valeuit pour chaque occurrences gdedans
un clause. Alors, mettre; et —z; & deux cotés differents diminu pas la valeur du cut.

Nous considérons les littéraux decommevrai et ceux dan$” \ S commefaux

Les arétes entre des variables et leurs négations coettlau plugm au cut (autant qu'il
y a d’'occurrences de littéraux). Les: arétes restantes doivent venir des triangles. Un triangle
contribue soit 0 (si les 3 sommets sont du méme cotéRg@ifl y a 2 sommets d’'un coté et un
de l'autre) au cut. Comme il y® triangles qui doivent contribuer au moi2s:, chaque triangle
doit contribuer2 au cut, et donc dans chaque triangle il y a 2 sommets d’'undtot@it et un de
l'autre). Ainsi, dans chaque triangle, au moins un lit@stl vrai et un est faux, i.e., la formule
originale est NAE-satisfaisable.

Inversement, il est facile de traduire I'attribution deit&qui satisfait toutes les clauses d’un
cut de taillebm. |

Remarqguons que le probleme de minimiser le cut est dans i, [Bs probEmes de minimi-
sation et de maximisation sont cordf@ment diérents

8.7 QUELQUES AUTRES PROBLEMES DE GRAPHE
NP-COMPLETS

Un cycle Hamiltonierdans un graph& = (V, E') est un chemitfu, vy, . .., v,) tel quev, = v
et tel queV = {vg,...,v,_1}. Le probleme KMILTONIAN -CYCLE demande si un graphe
donné possede un cycle Hamiltonien.

Théoreme 8.7.HAMILTONIAN -CYCLE est NP-complet.

Preuve. Nous ne la verrons pas ici. Il y a une preuve qui procede ennaminque 3-SAT< p
HAMILTONIAN -CYCLE. |

Notons que le probleme AMILTONIAN -PATH, qui demande s'il existe urthemin Hamil-
toniendans un graphe donné (i.e. la conditign= v, est relaxée) est aussi NP-complet.

Voyons maintenant le probleme dMoyageur de Commerd@ravelling Salesman Problém
TSP. Etantdonng villes 1, . . ., n, des distances entieres et non négati/eentre chaque paire
de villes telles qué,; = d;; et une borne entierB. On se demande s’il y a un tour des villes tel
que la distance totale parcourue est inférieufe &n d’autres mots, existe-t-il une permutation
7 telle qued " drynisn) + dupmyx) < B.

Théoreme 8.8.TSP est NP-complet.

Preuve. Nous montrons que AMILTONIAN -CYCLE<p TSP. Pour un graphe dondéavecn
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sommets, nous construisons la matrice des distafiges$ un budge3 tel queG a un chemin
Hamiltonien si et seulement s’il existe un tour de longu€us.

Il'y a n villes correspondant aux sommets du graphe et

dij:{ 1 si(i,j) € E,

n+1 sinon.
De plus,B = n + 1. Clairement, s’il y a un tour de longuedr B, alors le tour doit utiliser les
arétes dans le graphe et doit visiter chaque ville une d@isc c’est un parcours Hamiltonien.
Réciproguement, un chemin Hamiltonien dans le grapheenaggun tour de cott B. W

Supposons que nous devons “colorier” les sommets d’un grdphné aveé couleurs de
telle fagcon gqu'il n’y ait pas deux sommets adjacents de méauleur. Ce probleme s’appelle le
probléme dek-coloriage §-coloring). Pourk = 2, ce probleme est assez facile a résoudre. Pour
k = 3, c’est different.

Théoreme 8.9.3-COLORING est NP-complet.
Preuve. Nous ne la verrons pas ici. On peut utiliser une réductioNA&-SAT. |

Il'y a de nombreux autres problemes de théorie des graphe®at NP-complets. Pour en
savoir plus sur les problémes NP-complets en général:

e M.R. Garey and D.S. Johnso@omputers and Interactibility: A Guide to the Theory of
NP-Completenes&reeman Publishers, 1979.

e C.H. PapadimitriouComputational ComplexityAddison-Wesley, 1994

8.8 PROBLEMES DE THEORIE DES ENSEMBLES

Etant donné des ensembles fiBis(z, H (garcons, filles, maisons), chacun contenag@lements,
et un ensembl&X C B x G x H, le probleme RIPARTITE MATCHING demande s’il y a un
sous-ensembl&/ C X de taillen tel que(by, g1, k1), (b2, go, he) € M = by # by, hy # ho
eth; # hy. C'est-a-dire, chaque garcon est connecté a une fitferente, et chaque couple
possede sa propre maison.

Théoreme 8.10.TRIPARTITE MATCHING est NP-complet.
Preuve.Nous ne la verrons pas ici.

Le probleme KACT COVER BY 3-SeTS. Etant donné une famillé” = {S;,...,S,} de
sous-ensembles d’un ensembié¢elle que|U| = 3m pour un entiern, et telle que.S;| = 3 pour
touti, existe-t-ilm ensembles dang dont I'union est égale &.

Théoreme 8.11.EXACT COVER BY 3-SETS est NP-complet.

212



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2012 .S chaaie o

Preuve. TRIPARTITE MATCHING est un cas spécial dexBcT COVER BY 3-SETS. dans ce cas,
'ensemblel est partitionné en trois ensembles ega&pG, H tels que chaque ensemble dans
F contient un éléement de chacun des trois. |

Rappelons le probleme du sac-a-dosARSACK: Etant donné: €léements de valeurs pos-
itives entieres);, des poids positifsy;, une limitelV, et une valeufl” entiere. Nous voulons
savoir s'il y a un sous-ensembteC {1,...,n} tel que

ZiES w; < W

and ) . v, >T.

Chapitre 4: Solution de programmation dynamique en tethpd1’). Or, ce temps de par-
cours n’est pas polynomial en la longueur de l'inpUt: log(1V')). Existe-t-il un algorithme en
temps polynomial pour KAPSACK? C’est peu probable.

Théoreme 8.12 KNAPSACK est NP-complet.

Preuve. Nous montrons que
EXACT COVER BY 3-SETS <p KNAPSACK.

Soit {S;,...,5,} etU = {0,...,3m — 1} un input pour KACT COVER BY 3-SETS. Nous
voulons le transformer en un input dedKPSACK

Soit
JES;
et
Im—1
W=T= Z (n+1)
§=0
Noter que pour chaqueC {1,...,n} ona
3m—1
D wi= ) (n+1)t,
i€l =0

oul; = |{i € I|j € S;}. On peut voir que il y a un sous ensemblde{1,...,n} telle que
Yo wi <Wety . v, > T sietseulementsi ., w; = W (parce queuv; = v; etW = V)
On en déduit que pour chaqgyes U, il y a exactement un € [ telle quej € S;; @ montre que
|I| = m, etque en plusc;S; = U. [ |
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