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0.6 Du Problème à l’algorithme et son implémentation . . .. . . . . . . . . . . . . 14

1 Induction 15
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0
Introduction

0.1 QU’EST CE QU’UN ALGORITHME?

Informellement, on peut définir un algorithme comme suit:

Un algorithmeest une suite d’étapes dont le but est de résoudre un probl`eme
ou d’accomplir une tâche.

Les algorithmes sont utilisés partout. Par exemple, une recette pour votre plat préféré peut
être un algorithme. Nous raffinerons le concept d’un algorithme en étudiant des exemples.

0.2 EXEMPLES D’ALGORITHMES

0.2.1 Somme d’entiers positifs

Problème: Calculer la somme desn premiers entiers positifs
Input: n ∈ N := {1, 2, 3, . . .}
Output: S(n) := 1 + 2 + 3 + . . . + n =

∑n
k=1 k

Par exemple, sin = 10, l’algorithme retourne 55.

Une approche naı̈ve serait de définir une variables initialisée à zéro, puis d’y ajouter un par
un les nombres de 1 àn. Le code correspondant s’écrit:

1
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Algorithme 1 Méthode naı̈ve de sommation
Input: Un entier positifn ∈ N.
Output: La sommes :=

∑n
k=1 k.

s← 0
for i = 1 to n do

s← s + i
end for
return s

Une meilleure méthode a été découverte par le mathématicien allemand Carl Friedrich Gauß
à l’âge de5 ans. Son instituteur, pour le punir, lui demanda de calculerla somme des entiers
de1 à 100. Le jeune Gauß annonca le résultat très peu de temps après, car il avait réalisé qu’on
pouvait ajouter les termes deux par deux en partant des côt´es opposés de la liste, et que les termes
intermédiaires ainsi obtenus étaient tous identiques:1+100 = 101, 2+99 = 101, . . . , 50+51 =
101. On obtient ainsi50 termes, le résultat est donc50 · 101 = 5050.

Cette méthode peut être généralisée à toutn pair. On a:

n

2
termes






1 + n = n + 1
2 + n− 1 = n + 1
3 + n− 2 = n + 1
...

...
...

...
...

n
2
− 1 + n

2
+ 2 = n + 1

n
2

+ n
2

+ 1 = n + 1

Donc,

S(n) =
n(n + 1)

2
.

L’implémentation de la méthode de Gauß est triviale; Il suffit d’écrire la formule ci-dessus:

Algorithme 2 Méthode de sommation de Gauß
Input: Un entier positifn ∈ N.
Output: La sommes :=

∑n
k=1 k.

return n(n+1)
2

Nous avons déclaré que la méthode de Gauß était meilleure que notre méthode originale.
Mais que veut dire “meilleure”? Nous pouvons donner un sens précis a ce terme: nous voulions
dire qu’en utilisant la méthode de Gauß, la somme pouvait être calculée de façon plus efficace.
Ceci peut être montré formellement en comparant le nombred’opérations arithmétiques dont a
besoin chaque algorithme pour parvenir au résultat.

La première méthode utilisen additions du compteurs. (Nous ignorons les additions dei).
La deuxième méthode utilise3 opérations arithmétiques (une addition, une multiplication et une
division). La méthode de Gauß est donc plus performante pour n > 3.

2
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Il nous manque toujours:

• Une démonstration que la formule de Gauß est juste. (Récurrence!)

• Une notion de performance et des méthodes pour analyser nosalgorithmes.

• Une spécification formelle du problème.

0.2.2 Problème de Localisation

Problème: Probl̀eme de localisation
Input: Des entiersa0 < a1 < · · · < an−1, etx ∈ Z

Output: Trouver un indicei tel queai = x, si un teli existe

Exemple: Supposons que les entiers soient1, 3, 8, 11, 39, 41; Si x = 39, l’output de l’algorithme
serait4, alors que six = 26 il n’y aurait pas de réponse.

Voici une première solution au problème:

Algorithme 3 Recherche linéaire
i← 0
while ai 6= x andi < n do

i← i + 1
end while
if i = n then

return ERROR
else

return i
end if

Quelle est l’efficacité de cette solution? Comme avant, nous comptons le nombre d’opérations
arithmétiques que doit réaliser l’algorithme. Nous ignorons de nouveau les opérations qui ne
concernent que le compteuri. Les opérations restantes sont donc les comparaisonsai 6= x. Cet
algorithme effectuen comparaisons dans le pire des cas (ici le pire des cas se produit quandx
n’est pas dans la liste ou quandx est le dernier élément,x = an−1).

Peut-on faire mieux? Oui, car on peut utiliser le fait que lesai sont ordonnés. C’est ce que
fait l’algorithme suivant, appeléRecherche Binaire(Binary Search):

3
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Algorithme 4 Recherche binaire
i← 0, j ← n
while j − i > 1 do

ℓ←
⌊

j−i
2

⌋
+ i

if x < aℓ then
j ← ℓ

else
i← ℓ

end if
end while
if x 6= ai then

return ERROR
else

return i
end if

Supposons quek soit la solution recherchée, i.e.,ak = x. Par convention, nous posons
an =∞. Au début de chaque itération de la bouclewhile, on a

ai ≤ ak < aj. (1)

En effet, avant la première itération, (1) est clairementvraie. Dans toutes les itérations qui
suivent, nous modifionsi et j de telle façon à ce qu’elle reste vraie. Puisque lesa sont ordonnés,
on déduit de (1) que

i ≤ k < j.

A chaque itération l’intervalle[i, j[ est coupé en deux, puisqueℓ est choisi tel qu’il soit au milieu
dei et j. On finira donc forcément par trouverk.

La recherche binaire utilise au plus⌈log2(n)⌉ comparaisons (pourquoi ?), et cet algorithme
est donc beaucoup plus efficace que le premier algorithme. (Remarque:log2(n) estbeaucoup
plus petitquen quandn est grand. Par exemple, sin = 100, log2(n) vaut environ6.64, et si
n = 1024, log2(n) vaut10).

Il nous manque toujours:

• Outils de construction de l’algorithme

• Outils d’analyse de l’algorithme

• Structures de données (Data structures) pour réaliser l’algorithme

4
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0.2.3 Monnaie Optimale

Problème: Monnaie optimale
Input: Une collectionC = {1, 2, 5, 10, 20, 50, 100} de valeurs de pièces

de monnaie, et un entierx
Output: Une suite finie de pièces, contenant aussi peu de pièces quepos-

sible, dont la somme des valeurs vautx

Exemple: Si x = 325, alors

c0 = c1 = c2 = 100, c3 = 20, c4 = 5.

Nous pouvons donc obtenir le résultat demandé en utilisant 5 pièces.

Voici l’algorithme le plus simple qui vienne à l’esprit, appeléAlgorithme Glouton(Greedy
Algorithm):

Algorithme 5 Algorithme Glouton
v ← 0 et t← 0
while v < x do

Trouver le plus grandc ∈ C tel quec + v ≤ x
ct ← c
v ← v + c
t← t + 1

end while
return (c0, c1, . . . , ct−1)

Cet algorithme retourne-t-il une suite de pièces dont la somme des valeurs vautx? Si oui, le
nombre de pièces est-il minimal?

Il nous manque toujours:

• Une preuve que l’algorithme est juste

– Spécification du problème

– Analyse

– Solution optimale

• Structures de données (Data structures)

5
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• Principes de construction (greedy algorithms)

Le premier pas vers ces objectifs est d’avoir une manière rigoureuse de décrire ce que l’algorithme
doit accomplir, c’est-à-dire unesṕecification formelledu problème. Ceci nécessite quelques
concepts mathématiques (ensembles, relations, fonctions, . . . ) que nous décrirons dans les
prochaines sections.

0.3 THÉORIE DES ENSEMBLES

Nous supposons que la notion d’ensemble est connue. En gén´eral, nous noterons les ensembles
par des lettres majusculesA, B, etc. Les mots “famille” et “collection” seront pour nous des
synonymes de “ensemble”.

0.3.1 Rappels de notations de logique

Rappelons les symboles suivants:

∀ pour tout ∃ il existe
∧ et ∨ ou

=⇒ implique ∈ appartient à

Exemple: L’expression
∀x ∈ A : x 6= y =⇒ x > y ∨ x < y,

est lue comme suit:

Pour toutx appartenant àA, si x est distinct dey, alorsx est strictement plus
grand quey oux est strictement plus petit quey.

Rappelons aussi que les versions barrées6 ∃, /∈, etc... dénotent les opposés des symboles
correspondants (c’est-à-dire, “x /∈ A” veut dire que “x n’appartient pas àA”).

Remarque:

• Le symbole∀ est un A tourné; en anglais on dit “forAll”, en allemand “fürAlle”.

• Le symbole∃ est un E tourné; on dit “ilExiste”.

• Le symbole∈ rappelle à un E, comméElément;x ∈ A peut aussi être lu “x élément de
A”.

6
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0.3.2 Rappels de notations de théorie des ensembles

Un ensembleA peut être spécifié de nombreuses façons; siA est fini, contenant (exactement) les
élémentsa1, a2, . . . , an, il suffit de les énumérer, i.e., d’écrire

A = {a1, . . . , an}.

Si A est le sous-ensemble d’un certain ensembleB, et siA est formé de tous les membresx ∈ B
vérifiant une certaine propriétéP (x), nous pouvons écrire

A = {x ∈ B | P (x)}.

Exemple: Si B est l’ensemble de tous les nombres premiers, alors nous pouvons écrire

{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19} = {x ∈ B | x < 20},

où l’égalité “=” ci-dessus signifie que l’ensemble à gauche est formé d’exactement les mêmes
éléments que celui à droite. (Voir ci-dessous pour une d´efinition formelle d’égalité entre ensem-
bles.)

Rappelons les notations suivantes:

A ⊆ B A est sous-ensemble deB.
A ⊂ B A est sous-ensemble strict deB.
A = B A etB sont égaux.

Comme avant, les versions barrées de ces symboles signifient leur opposé (i.e.A 6= B: A et B
sont différents). Nous pouvons utiliser les notations de logique ci-dessus pour définir précisément
ces symboles:

Définition. Pour des ensemblesA etB, nous définissons⊆, =,⊂ entre ensembles comme suit:

• A ⊆ B si et seulement si∀x : x ∈ A =⇒ x ∈ B.

• A = B si et seulement siA ⊆ B etB ⊆ A.

• A ⊂ B si et seulement siA ⊆ B etA 6= B.

Nous disposons de quelques opérateurs sur les ensembles:

A ∪B dénote l’union deA etB.
A ∩B dénote l’intersection deA etB.
A \B dénote la différence deA etB.
A× B dénote le produit cartésien deA et deB.

7
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Définition. L’union, l’intersection, la différence et le produit cartésien d’ensembles peuvent être
définis comme suit:

• L’ unionde deux ensemblesA etB est l’ensemble

A ∪B := {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Plus généralement, siF est un ensemble de sous-ensembles d’un ensembleX, l’union de
tous les membres deF est définie comme suit:

⋃

A∈F

A := {x ∈ X | ∃A ∈ F : x ∈ A}

• L’ intersectionde deux ensemblesA etB est l’ensemble

A ∩B := {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

De manière plus générale, pour une familleF de sous-ensembles deX, l’intersection de
tous les membres deX est l’ensemble

⋂

A∈F

A := {x ∈ X | ∀A ∈ F : x ∈ A}.

• La différencedeA etB est l’ensemble

A \B := {x ∈ A | x /∈ B}.

• La différence symḿetriquedeA etB est l’ensemble

A∆B = (A \B) ∪ (B \ A).

• Le produit cart́esienA × B est l’ensemble de tous les couples(a, b), oùa ∈ A et b ∈ B.
(Deux éléments(a, b), (a′, b′) ∈ A×B sont égaux si et seulement sia = a′ etb = b′). Pour
des ensemblesA1, . . . , An, le produit cartésienA1 × · · · ×An est l’ensemble den-tuples

(a1, . . . , an) oùa1 ∈ A1, . . . , an ∈ An.

Le n-ème produit cartésien deA est l’ensemble

An := A× · · · × A︸ ︷︷ ︸
n fois

.

Remarque: Les opérateurs∪ et∨, respectivement∩ et∧, ne sont pas seulement superficielle-
ment similaires. En fait, la définition de∪ fait appel à∨ et celle de∩ à∧.
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Définition. A tout ensembleA nous pouvons associer une quantité appelée sacardinalité (ou
simplementtaille). Nous dénotons|A| la cardinalité deA, définie comme étant

|A| :=
{

n si A contient exactementn éléments,

∞ si le nombre d’éléments deA n’est pas fini.

Pour dire queA est fini, nous écrivons souvent|A| < ∞. Il n’existe qu’un seul ensemble
de cardinalité nulle, qui est l’ensemble vide∅ , caractérisé par le fait qu’aucun élément n’est
contenu dans∅.

Définition. Les ensemblesA etB sontdisjointssi

A ∩ B = ∅,

i.e., siA etB n’ont aucun élément en commun.

SoitX un ensemble etF une famille de sous-ensembles disjoints deX. La réunion disjointe
des membres deF est notée ⊔

A∈F

A.

Il ne s’agit de rien autre que de l’union usuelle. Mais parfois, on parle de réunion disjointe et
on écrit⊔ au lieu se∪ pour souligner le fait que les ensembles sont disjoints. (Par exemple, de
manière générale, on a ∣∣∣∣∣

⊔

A∈F

A

∣∣∣∣∣ =
∑

A∈F

|A|,

ce qui n’est pas toujours vrai pour l’union usuelle.)

0.3.3 Ensembles des parties, Ensembles des mots

Définition. L’ ensemble des partiesd’un ensembleX est défini comme étant l’ensemble de tous
les sous-ensembles deX. L’ensemble des parties deX est noté Pot(X) ou encore2X .

L’ ensemble des parties finiesde X est défini comme étant l’ensemble de tous les sous-
ensembles finis deX. Il est noté Pot∗(X).

On voit que siX est fini, alors on a Pot(X) = Pot∗(X).

Remarque: L’écriture2X est due au fait que siX est fini, on a|2X | = 2|X|. La notation Pot(X)
vient de l’allemand: l’ensemble des parties s’appelle “diePotenzmenge” en allemand.
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Exemple: Si A = {Ding, 3, Brr}, alors

Pot(A) = {∅, {Ding}, {3}, {Brr}, {Ding, 3}, {Ding, Brr}, {3, Brr}, {Ding, 3, Brr}}.

Définition. SoitA un ensemble. L’ensemble des motssurA est l’ensemble

A∗ :=
⋃

n≥0

An.

L’ ensemble des mots non-videssurA est l’ensemble

A+ :=
⋃

n≥1

An.

On a doncA∗ = A+ ∪ {∅}.

Exemple: Si A = {a, b, c, d, . . . , z}, alorsA∗ contient, entre autres, les mots

(t, o, u, r), (m, a, i, s, o, n), (p, k, z, r, f, a), ∅.

Tous ces mots sauf∅ appartiennent aussi àA+.

0.3.4 Ensembles standards

Les ensembles suivants seront souvent utilisés par la suite:

N les nombres naturels
N0 les entiers non négatifs
Z les entiers
Q les nombres rationnels
R les nombres réels

R≥0 les nombres réels non négatifs
R>0 les nombres réels positifs
C les nombres complexes

Rappelons que

N = {1, 2, 3, . . . .}.
N0 = {0, 1, 2, 3, . . . .}.
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.
Q = {a

b
| a, b ∈ Z, b 6= 0}.

On a N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
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0.4 RELATIONS ET FONCTIONS

Dans toute cette partie,A etB seront des ensembles.

Définition. Unerelation entreA etB est un sous ensembleR ⊆ A×B.

Si R ⊆ A× A, on dit queR est unerelation surA au lieu de “une relation entreA etA”.

Exemple: A = B = N,

R := {(m, n) | m, n ∈ N, m divisen}

est larelation de divisibilíe. On a donc(3, 12), (4, 4) ∈ R, mais(5, 9) /∈ R.

Nous avons l’habitude de travailler avec des relations, mais en utilisant une notation différente.
Par exemple “≤” est une relation surZ, mais il est plus pratique d’écrire “a ≤ b” que “(a, b) ∈
R≤”, où R≤ := {(m, n) | m, n ∈ Z, m ≤ n}.

Définition. La relation inversedeR est définie par

R−1 := {(b, a) ∈ B × A | (a, b) ∈ R}.

Exemple: La relation inverse de “≤” (R≤ dans l’exemple ci-dessus) est la relationsuṕerieur ou
égalà “≥”.

Définition. Une relationR est ditesyḿetriquesi R = R−1.

Exemple: Si P est un ensemble d’hommes, alors “être le frère de” est une relation symétrique
surP : Si David est le frère de Georges, alors Georges est aussi lefrère de David.

Définition. Unefonction partielleest une relationF ⊆ A×B qui vérifie

∀a ∈ A : |{b ∈ B | (a, b) ∈ F}| ≤ 1. (2)

Unefonctionest une fonction partielle pour laquelle on a égalité dans(2).

Si F est une fonction et(a, b) ∈ F , alors on écritb = F (a), et on dit queF envoiea sur b,
ou aussi queb est l’imagedea parF .

On utilise parfois la notationF : A → B pour dire queF est une fonction deA versB.
L’ensemble de toutes les fonctions deA versB est notéBA.
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On remarque que siF est une fonctionF : A→ B, alors pour chaquea ∈ A, il existe exacte-
ment unb ∈ B tel queb = F (a). Nous avons l’habitude de travailler avec des fonctions, mais
sans les considérer comme des relations. On voit une fonction plutôt comme une transformation
à laquelle on donne un élément deA et qui nous retourne un élément deB.

Exemple: La relation
F = {(a, b) | a, b ∈ R, b = a2}

est une fonction. La relation

R = {(a, b) | a, b ∈ R, b2 = a}

n’est pas une fonction, car sia < 0, il n’y a pas deb ∈ R tel que(a, b) ∈ R. En fait,R n’est
même pas une fonction partielle, car sia > 0, il y a deuxvaleurs deb ∈ R pour lesquelles
(a, b) ∈ R. Cependant, la même relation définie entreR≥0 et R≥0 est une fonction: il est facile
de vérifier que

R′ = {(a, b) | a, b ∈ R≥0, b2 = a}
a pour chaquea ∈ R≥0 exactement une imageb ∈ R≥0. R′ est la fonction racine carrée.

Définition. Une fonctionF : A → B est ditesurjectivesi pour toutb ∈ B, il existea ∈ A tel
queb = F (a).

Exemple: La fonction F = {(a, b) | a, b ∈ R, b = 2a + 1} est surjective, car pour tout
b ∈ R, il existe una ∈ R dont l’image parF est b, à savoira = (b − 1)/2. Par contre,
G = {(a, b) | a, b ∈ R, b = a4 + 1} n’est pas surjective. En effet, pourb = −1 il n’y a pas de
a ∈ R tel queF (a) = b.

Définition. Une fonctionF est diteinjectivesi F (a) = F (a′) implique quea = a′.

On remarque qu’une définition équivalente de l’injectivité deF esta 6= a′ =⇒ F (a) 6=
F (a′).

Exemple: La fonctionF = {(a, b) | a, b ∈ R, b = a3} est injective. En effet, sia3 = b3 alors on
aa = b. Par contre,G = {(a, b) | a, b ∈ R, b = a2} n’est pas injective carG(1) = 1 = G(−1).

Si A = {a1, . . . , am} est fini, alors il peut être pratique d’exprimerF : A→ B sous la forme
d’un vecteur. On écrit

(F (a1), . . . , F (am)).
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0.5 SPÉCIFICATION D’UN PROBLÈME

Définition. Unproblème computationnelest spécifié de façon abstraite par un triplet d’ensembles

P = (I, O, R)

où I etO sont des ensembles non vides, etR ⊆ I ×O est une relation. On appelleI l’ ensemble
des inputs, O l’ ensemble des outputs, etR la dépendance relationnelle(relational dependency).

Exemple: Notre premier exemple, le calcul de la somme desn premiers entiers positifs, peut
être spécifié comme suit:

I = N

O = N

R =

{
(n, m)

∣∣∣∣∣ m =
n∑

k=1

k

}
⊆ I ×O.

Exemple: Le problème de Monnaie Optimale a la spécification suivante:

I = Pot∗(N)×N

O = N+

R =

{
((a1, . . . , an; x), (c1, . . . , cm)) ∈ I × O

∣∣∣∣

∀ i : ci ∈ {a1, . . . , an} ∧
m∑

i=1

ci = x

∧∀(d1, . . . , dm′) ∈ {a1, . . . , an}+ :
m′∑

i=1

di = x =⇒ m′ ≥ m

}

Rappelons que Pot∗(N) est l’ensemble des sous-ensembles finis deN, et N+ est l’ensemble
des mots non vides enN. (Voir 0.3)

L’input est constitué d’un ensemble de valeurs de pièces de monnaieA = {a1, . . . , an} ∈
Pot∗(N), et d’un nombre naturelx ∈ N pour lequel nous voulons obtenir la monnaie optimale.

L’output est une suite(c1, . . . , cm) ∈ Am de valeurs de pièces dont la somme vautx, et telle
quem est minimal parmi toutes les suites qui ont cette propriét´e.

Une spécification exacte d’un problème est déjà un pas majeur vers la construction et l’analyse
d’un algorithme pour ce problème. En pratique, une spécification exacte d’un problème est sou-
vent plus difficile à trouver qu’elle ne le paraı̂t.
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0.6 DU PROBLÈME À L’ALGORITHME ET SON IMPLÉMEN-
TATION

Les étapes typiques dans la construction d’algorithmes etdans leur implémentation pratique sont
les suivantes:

1. Spécification formelle du problème. Souvent, le problème nous est donné en prose
(français, anglais, allemand, ...) et la tâche est de trouver une spécification exacte. Quel
est l’ensemble des inputs possibles, quel est l’ensemble des outputs possibles, et quelle est
la dépendance relationnelle entre les deux?

2. Séparation du problème en morceaux plus petits et plus ǵerables.Souvent le problème
est trop grand pour être attaqué d’un seul coup. Il doit être séparé en sous-problèmes plus
petits, qui doivent être eux-mêmes spécifiés. De plus, un méchanisme doit être trouvé
pour “recoller” les solutions des sous-problèmes afin d’obtenir une solution du problème
original.

3. Construction d’algorithmes. Pour chaque sous-problème, un algorithme doit être con-
struit pour le résoudre. Souvent en pratique l’une des nombreuses techniques de construc-
tion d’algorithmes peut être utilisée à cette fin. Cependant, dans certains cas, de nouveaux
algorithmes doivent être constitués. La construction doit être motivée par des contraintes
d’efficacité, et donc des méthodes d’analyse d’algorithmes doivent être utilisées. De plus,
tous les algorithmes doivent être vérifiés et prouvés.

4. Construction de structures de donńees. Les structures de données sont le lien entre
les algorithmes théoriques et leur implémentation pratique. Elles sont cruciales pour la
performance d’un algorithme dans l’implémentation.

5. Impl émentation. Au bout de la route on trouve l’implémentation. Celle-ci seclasse dans
le domaine du génie logiciel, qui ne nous concernera pas dans ce cours.
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1
Induction

1.1 CE QUE C’EST ET À QUOI ÇA SERT

L’induction mathématique est une méthode pour prouver des affirmations concernant des ensem-
bles dénombrables. Dans la plupart des cas, cet ensemble sera l’ensemble des nombres naturels
N.

SoitA(n) une affirmation pour l’entiern.

Exemple: Si A(n) déclare que “n2 ≥ 2n”, alors A(3) dit par exemple que “9 ≥ 8”, ce qui
est vrai, doncA(3) est vraie. D’autre part, on peut trivialement vérifier queA(5) n’est pas
vraie. D’autres exemples d’affirmationsA(n) sont “n est pair”, ou “n est un produit de nombres
premiers”.

Si A(n) est vraie pour toutn ∈ N, alors l’induction mathématique (aussi appeléerécurrence)
est souvent une façon élégante de le prouver.

1.2 TECHNIQUES D’INDUCTION

1.2.1 Induction simple

Théorème 1.1Une affirmationA(n) est vraie pour toutn ∈ N si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vraies:

(1) A(1)

(2) Pour toutn ≥ 1: A(n) =⇒ A(n + 1).

Définition. La technique d’induction simpleconsiste à montrer queA(n) est vraie pour tout
n ∈ N en utilisant le théorème précédent. Le point (1) s’appelle la base d’inductionet le point
(2) lepas d’induction. Dans les preuves, nous marquerons les étapes correspondantes par [Base]
et [Pas] respectivement.
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Pour effectuer le pas d’induction, nous supposons queA(n) est vraie et montrons alors que
A(n + 1) est aussi vraie. L’hypothèseA(n) s’appelle alors l’hypoth̀ese d’induction.

Preuve du théorème 1.1:La partie “seulement si” est claire. Maintenant, si (1) et (2) sont les
deux vraies, alors pour toutn ∈ N, on a

A(1),

A(1) =⇒ A(2), donc,A(2) est vraie,

A(2) =⇒ A(3), donc,A(3) est vraie,
...

...
...

A(n− 1) =⇒ A(n), donc,A(n) est vraie.

�

Remarque: Il n’est pas nécessaire de commencer l’induction avecn = 1. En utilisant la même
technique, on peut prouver queA(n) est vraie pour toutn ≥ k (où k ∈ Z) en démontrantA(k)
au lieu deA(1) comme base.

Pour illustrer l’utilité de l’induction simple, nous montrons maintenant que la formule de
sommation de Gauß est correcte.

Exemple: SoitS(n) =
∑n

k=1 k. Montrer queS(n) = 1
2
n(n + 1).

SoitA(n) l’assertion “S(n) = 1
2
n(n + 1)”. Nous allons montrer pas récurrence queA(n) est

vraie pour toutn ∈ N.

[Base] S(1) = 1, doncA(1) est vraie.X

[Pas] Supposons queA(n) est vraie pour un certainn, c’est à dire supposons qu’on aS(n) =
1
2
n(n + 1). Nous voulons montrer queA(n + 1) est vraie:

S(n + 1) = S(n) + (n + 1)

A(n)
=

1

2
n(n + 1) + (n + 1)

=
1

2
(n + 1)(n + 2).

on a doncA(n) =⇒ A(n + 1), et donc par induction, la formule de Gauß est vraie pour tout
n ∈ N.

La base d’induction est généralement assez facile à établir; le calcul trivial dans l’exemple
ci-dessus est relativement typique.
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Remarquons aussi comment le pas d’induction a été prouvé: nous écrivons d’abordS(n + 1)
en fonction deS(n) et n, et utilisons ensuite l’hypothèse d’inductionS(n). L’endroit où est

utilisée l’hypothèse d’induction est indiqué par la notation
A(n)
= .

Le procédé par récurrence est souvent utilisé pour montrer des assertions concernant le com-
portement de suites. Nous arrivons parfois à deviner une formule fermée sans disposer d’une
preuve directe de celle-ci. Dans de tels cas, il est parfois possible de prouver la formule par
récurrence. L’exemple suivant illustre cette technique.

Informellement, uneformule ferḿee pour une suite(u0, u1, . . .) est une formule qui nous
donneun en fonction den sans utiliser de récurrence surn ni de termes à indices qui dépendent
den (comme

∑n
i=0 ou

∏n
i=0).

Par exempleun = 2n etun = n + log n sont des formules fermées, alors queun =
∑n

i=1 i2

ouun = un−1 + un−2 ne sont pas des formules fermées.

Exemple: Trouver une formule fermée pour la suiteB(n) =
∑n

k=0

(
n
k

)
.

Rappel: Le coefficient binomial
(

n
k

)
est défini comme suit:

(
n

k

)
=

n!

(n− k)!k!
.

Nous commençons par deviner une formule fermée deB(n). Pour ce faire, nous regardons ce
qui se passe quandn est petit:

1 B(0) = 1
1 1 B(1) = 2

1 2 1 B(2) = 4
1 3 3 1 B(3) = 8

1 4 6 4 1 B(4) = 16
1 5 10 10 5 1 B(5) = 32

Nous devinons donc queB(n) = 2n. Il faut le prouver, et pour ce faire, nous utilisons l’induction.
Dans la preuve, nous aurons besoin de l’identité suivante:

(
n + 1

k

)
=

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
.

Affirmation : SoitA(n) l’affirmation

n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n.

Nous aimerions montrer queA(n) est vraie pour toutn ≥ 1.
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[Base] n = 1:
∑1

k=0

(
n
k

)
= 1 + 1 = 2 = 21.

[Pas]
(

n+1
0

)
=

(
n
0

)

+ +(
n+1

1

)
=

(
n
0

)
+

(
n
1

)

+ +(
n+1

2

)
=

(
n
1

)
+

(
n
2

)

+ +
...

...
+ +(

n+1
n

)
=

(
n

n−1

)
+

(
n
n

)

+ +(
n+1
n+1

)
=

(
n
n

)

B(n + 1) = 2 · B(n)

Preuve en langage mathématique:

B(n + 1) =
n+1∑

k=0

(
n + 1

k

)

=

(
n + 1

0

)

︸ ︷︷ ︸
=1=(n

n)

+

n∑

k=1

(
n + 1

k

)
+

(
n + 1

n + 1

)

︸ ︷︷ ︸
=1=(n

0)

=

(
n

n

)
+

n∑

k=1

((
n

k − 1

)
+

(
n

k

))
+

(
n

0

)

=

(
n

n

)
+

n−1∑

k=0

(
n

k

)
+

n∑

k=1

(
n

k

)
+

(
n

0

)

=

n∑

k=0

(
n

k

)

︸ ︷︷ ︸
=B(n)

+

n∑

k=0

(
n

k

)

︸ ︷︷ ︸
=B(n)

= 2 · B(n)

A(n)
= 2n+1.

�
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1.2.2 Induction descendante

Une autre variante d’induction est l’induction descendante, décrite dans le théorème 1.2. Nous
l’utiliserons plus tard pour prouver l’inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique
(arithmetic-geometric-mean, AGM).

Théorème 1.2Une affirmationA(n) est vraie pour toutn ∈ N si et seulement si

1. A(n) est vraie pour une infinité den, et

2. On aA(n) =⇒ A(n− 1) pour toutn ≥ 2.

Intuitivement, ce theorème est vrai par le raisonnement suivant: Fixons unn pour lequel nous
aimerions établirA(n). Choisissons ensuite unu ≥ n tel queA(u) soit vraie (ce qui est toujours
possible, car nous savons queA est vraie sur un ensemble infini, par (1)). Nous itérons ensuite
en utilisant (2):A(u) =⇒ A(u−1), A(u−1) =⇒ A(u−2), . . . , A(n+1) =⇒ A(n). Nous
prouvons maintenant ce théorème formellement:

Preuve. La partie “seulement si” est claire. Nous regardons donc la partie “si”. Supposons que
les points (1) et (2) soient vrais, et montrons queA(n) est vraie pour toutn ∈ N. Écrivons
U = {u1, u2, . . .} (avecu1 < u2 < · · · ) l’ensemble infini sur lequelA est vraie. Nous allons
montrer les deux affirmations suivantes:

(a) Pour toutu ∈ U et tout0 ≤ k < u, A(u− k) est vraie.

(b) Pour toutn ∈ N, il existeu ∈ U etk ∈ N0 tel quen = u− k.

Ces deux affirmations réunies impliquent queA(n) est vraie pour toutn. Nous utilisons l’induction
simple pour montrer (a) et (b).

Preuve de (a). On fixeu ∈ U et on procède par induction surk.
[Base] k = 0. A(u− k) = A(u), ce qui est vrai.X

[Pas] A(u− k)
(2)

=⇒ A(u− (k + 1)).

Preuve de (b)
[Base] n = 1: Posonsu = u1, k = u1 − 1:

n = 1 = u− k = u1 − (u1 − 1). X

[Pas] Hypothèse d’induction:n = um − k pour unm ≥ 1 et un0 ≤ k < um.

Alors
n + 1 = um+1︸ ︷︷ ︸

∈U

− (um+1 − um − 1 + k)︸ ︷︷ ︸
≥0 et <um+1

.

19



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

�

Exemple: Moyenne arithmétique et moyenne géométrique (AGM):

Théorème 1.3Pour des ŕeels arbitraires positifsx1, . . . , xn on a

A(n) : (x1 · · ·xn)1/n

︸ ︷︷ ︸
moy. géométrique

≤ x1 + · · ·+ xn

n
︸ ︷︷ ︸

moy. arithmétique

Preuve. (Due à Cauchy, utilisant l’induction descendante)

Nous démontrons d’abord queA(2k) est vraie pour toutk ≥ 1, ce qui montre queA(n) est
vérifiée pour une infinité den. Ensuite, nous prouverons que siA(n + 1) est vraie, alorsA(n)
l’est aussi.

Fait 1: A(2k) est vraie pour toutk ≥ 1

Preuve: On procède par induction surk.

[Base] k = 1,

A(2)

m
√

x1x2 ≤ x1 + x2

2
m

4x1x2 ≤ x2
1 + 2x1x2 + x2

2

m
0 ≤ (x1 − x2)

2.

La dernière ligne est clairement vraie, donc comme toutes les inégalites ci-dessus sont équivalentes,
on en déduit queA(2) doit être vraie.

[Pas] Soit n = 2k. Supposons queA(n) est vraie. Nous devons montrer qu’alorsA(2k+1) est
vraie, i.e., queA(2n) est vraie:
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(x1 · · ·x2n)
1
2n =

√
(x1 · · ·xn)

1
n · (xn+1 · · ·x2n)

1
n

A(2)

≤ (x1 · · ·xn)
1
n + (xn+1 · · ·x2n)

1
n

2

A(n)

≤
x1 + · · ·+ xn

n
+

xn+1 + · · ·+ x2n

n
2

=
x1 + · · ·+ x2n

2n
.

Donc par induction,A(2k) est vraie pour toutk ≥ 1.

Fait 2: A(n + 1) =⇒ A(n)

Preuve: Soitx1, . . . xn ∈ R>0 donné. Posons

z :=
x1 + . . . + xn

n
. (1.1)

Alors z ∈ R>0, et:

(x1 · · ·xn · z)
1

n+1

A(n+1)

≤ x1 + · · ·+ xn + z

n + 1
(1.1)
=

n · z + z

n + 1
= z.

m
x1 · · ·xn · z ≤ zn+1

m
(x1 · · ·xn)1/n ≤ z =

x1 + · · ·+ xn

n
.

Le fait queA(n) est vraie pour toutn ∈ N suit des faits 1 et 2 par induction descendante
(théorème 1.2). �

1.2.3 Induction Forte

Rappelons que pour l’induction simple, le pas d’induction consistait à montrer que

A(n) =⇒ A(n + 1).

Nous verrons maintenant qu’en fait, l’induction se fait toujours si l’on utilise l’hypothèse d’induction
plus forteA(1) ∧ · · · ∧ A(n) pour montrerA(n + 1). Cette variante d’induction s’appelle
l’ induction forte.
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Nous illustrerons l’utilisation de l’induction forte dansle paragraphe 1.3.1 en montrant la
formule d’Euler pour les arbres.

Théorème 1.4L’affirmationA(n) est vraie pour toutn ∈ N si et seulement si

(1) A(1) est vraie,

(2) pour toutn ∈ N, A(1) ∧ · · · ∧A(n) =⇒ A(n + 1).

La preuve est très similaire à celle du théorème 1.1. Supposons que (1) et (2) sont les deux
vraies, alors pour n’importe queln ∈ N on a

A(1) par hypothèse.

A(1) =⇒ A(2) Donc,A(2) est vraie, et ainsi aussiA(1) ∧A(2).

A(1) ∧A(2) =⇒ A(3) Donc,A(3) est vraie, et ainsi aussiA(1) ∧A(2) ∧ A(3).
...

...

A(1) ∧ · · · ∧A(n− 1) =⇒ A(n)

Passons maintenant aux exemples.

1.3 EXEMPLES

1.3.1 La formule d’Euler pour les arbres

Nous commençons par introduire quelques notions de base dethéorie des graphes.

Définition. Un grapheest un ensemble finiV desommets(vertices) muni d’une relationE ⊆
V × V , appelée l’ensemble d’arêtes(edges).

Nous représentons les éléments deV par des nœuds, et les arêtes par des segments orienté.
On a donc un segment orienté entrea et b si et seulement si(a, b) ∈ E. Dans ce cas nous dirons
quea estrelié (joined) à b.

Définition. Le graphe estnon-orient́e (undirected) si E est symmétrique.

Dans le cas d’un graphe non-orienté, un sommeta est lié à un sommetb si et seulement
si b est lié àa. Il est donc commun de représenter un tel graph avec un unique segment (sans
direction) lianta et b, sans les doubles flèches lianta à b et b àa.

Exemple:
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Un graphe non-orienté

Définition. Unechâıne(path) dans un graphe est une suite de sommets distincts qui sont reliés
par des arêtes. Uncycledans le graphe est une chaı̂ne fermée.

Une chaı̂ne Un cycle

Définition. Un graphe est ditacyclique(acyclic) s’il ne continent pas de cycles. On dit que le
graphe estconnexe(connected) si tout paire de sommets est reliée par une chaı̂ne.

Un graphe acyclique et connexe

Définition. Un graphe acyclique et connexe s’appelle unarbre (tree).

23



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Théorème 1.5 (La formule d’Euler pour les arbres) Si T est un arbre den sommets, alorsT
poss̀eden− 1 arêtes.

Preuve.Nous procedons par induction forte sur le nombre de sommetsn. SoitA(n) l’affirmation
“si T est un arbre surn sommets, alorsT an− 1 arêtes”.

[Base] n = 1: Si l’arbreT n’a qu’un seul sommet alors il ne peut avoir aucune arête. DoncA(1)
est vraie.X

[Pas] SupposonsA(k) vraie pour tout1 ≤ k ≤ n. SoitT un arbre surn+1 sommets. Choisissons
une arêtee dansT et enlevons-la. CommeT est connexe et acyclique, enlevere transformeT en
deux sous-arbres den1 etn2 sommets respectivement, avec lesni < n + 1 etn1 + n2 = n + 1.

L’hypothèse d’induction permet maintenant de conclure que ces sous-arbres ont respective-
mentn1 − 1 etn2 − 1 arêtes. Et le nombre total d’arêtes deT est donc

1er sous-arbre︷ ︸︸ ︷
n1 − 1 +

2èmesous-arbre︷ ︸︸ ︷
n2 − 1 +

Arête enlevéee︷︸︸︷
1 = n.

DoncA(n + 1) est vraie. Le résultat suit par induction forte. �

1.3.2 Ensemble Indépendant de l’Hypercube

SoitG un graphe non-orienté d’ensemble de sommetsV et d’ensemble d’arêtesE ⊆ V ×V . Un
ensemble ind́ependantdeG est un ensemble de sommets tel qu’aucune paire de sommets n’est
reliée.

Un ensemble indépendant

Le n-hypercube est le graphe d’ensemble de sommets{0, 1}n dans lequel deux sommets sont
reliés si et seulement si les vecteurs correspondants diffèrent en exactement une coordonnée. (p.e.
(0, 0, 1) est relié à(0, 0, 0) mais pas à(1, 1, 1)).

Exemple: Soit n = 2. L’ensemble de sommets estV = {0, 1}2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.
L’ensemble d’arêtes estE = {[(0, 0), (0, 1)], [(0, 1), (1, 1)], [(1, 1), (1, 0)], [(1, 0), (0, 0)]}. Si
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nous dessinons ces sommets dans un espace euclidien de dimension deux, nous voyons que
le 2-hypercube est un carré.

Similairement, le3-hypercube est le cube de dimension trois, et len-hypercube nous dit à
quoi ressemblerait un cube si nous vivions dans un espace de dimensionn.

Une représentation du4-hypercube

Donc, un ensemble indépendant dans l’hypercube est un sous-ensembleS ⊆ {0, 1}n pour
lequel deux vecteur distinctsx, x′ ∈ S diffèrent en au moins deux positions.

Nous pouvons encore utiliser l’induction simple pour prouver le fait suivant concernant les
n-hypercubes:

Proposition 1 Len-hypercube possède un ensemble indépendant de taille2n−1.

Preuve. Nous prouverons même une affirmation plus forte: Len-hypercube possède un ensem-
ble indépendant de taille2n−1 dont le complément dans{0, 1}n est aussi indépendant.

[Base] n = 2. V = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.
L’ensemble{(0, 0), (1, 1)} est un ensemble indépendant de taille2 = 22−1 et son complément

{(0, 1), (1, 0)} en est aussi un.X

[Pas] Soit V ⊂ {0, 1}n un ensemble indépendant de taille2n−1, et soitW son complément (aussi
de taille2n−1.)

Soit U = {(x, 0) | x ∈ V } ⊔ {(y, 1) | y ∈ W} ⊂ {0, 1}n+1. (Rappel:⊔ dénote l’union
disjointe.)

Nous montrons queU est un ensemble convenable. Remarquons d’abord que clairement
|U | = |V | + |W | = 2n. Il faut maintenant montrer que deux points distincts deU diffèrent en
au moins deux coordonées. Pour deux points de la forme(x, 0) et (y, 1), il suffit de voir que
x 6= y. Ceci est vrai, parce quex ∈ V et y ∈ W et queV et W sont disjoints. Les points
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de la forme(x, 0) et (x′, 0) diffèrent en au moins deux coordonnées par hypothèse d’induction,
commex, x′ ∈ V , oùV est un ensemble indépendant. Il en va de même pour(y, 1) et (y′, 1).

Finalement, pour completer le pas d’induction nous devons montrer que le complément de
U est aussi un ensemble indépendant. PuisqueU = {(x, 0) | x ∈ V } ⊔ {(y, 1) | y ∈ W}, son
complément va consister en

• les elements de la forme(x, 0) où x ∈ {0, 1}n et x /∈ V , c’est à dire(x, 0) où x ∈ W
puisqueW est le complément deV dans{0, 1}n.

• les elements de la forme(y, 0) où y ∈ {0, 1}n et x /∈ W , c’est à dire(y, 0) où y ∈ V
puisqueV est le complément deW dans{0, 1}n.

Le complément deU dans{0, 1}n est donc égal àU{(x, 0) | x ∈ W} ⊔ {(y, 1) | y ∈ V }.
On peut donc utiliser la même méthode qu’au dessus pour montrer queU est indépendant.

�

Voici quelques exemples d’ensembles indépendants dun-hypercube pourn = 1, 2, 3, 4:
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1.3.3 Le Lemme de Schwartz-Zippel

Soitf(x1, . . . , xn) un polynôme enn variables surR:

f(x1, . . . , xn) =
∑

i1,i2,...,in

ai1,...,inxi1
1 · · ·xin

n .

Le degŕedef(x1, . . . , xn) est défini comme suit:

deg(f) := max(i1 + · · ·+ in | ai1,...,in 6= 0).

Par exemple, le degré de2x3
1x

4
2 est7, et le degré de2x3

1x
4
2 + x1x2x

6
3 est8.

Théorème 1.6 (Le Lemme de Schwartz-Zippel)Soit f(x1, . . . , xn) un polyn̂ome enn vari-
ables surR, et soitD ⊂ R un sous-ensemble fini. Soitd := deg(f). Définissons encore

Z = {(a1, . . . , an) ∈ Dn | f(a1, . . . , an) = 0}.

Alors,
|Z| ≤ d|D|n−1

Ce théorème est utilisé pour l’analyse de nombreux algorithmes algébriques aléatoires.

Preuve.Nous le prouvons par induction sur le nombre de variablesn.

[Base] n = 1.

Soitf(x1) un polynôme de degréd surR. f est un polynôme en une variable (commen = 1).
Nous savons par lethéor̀eme fondamental de l’aritḿetiquequef(x1) a au plusd racines dansR.
Donc pour n’importe quel sous-ensembleD ⊂ R, le nombre de racinesa ∈ D peut être au plus
d.

[Pas] Nous supposons que l’assertion est vraie pourn et nous la montrons pourn + 1. Soit
f(x1, . . . , xn+1) un polynôme enn + 1 variables. Nous avons

f(x1, . . . , xn+1) =
k∑

ℓ=0

xℓ
n+1Qℓ(x1, . . . , xn)

pour unk ≥ 0, etQk(x1, . . . , xn) 6= 0.

Remarquons qu’on adeg(Qk(x1, . . . , xn)) ≤ d− k.

1er cas: k = 0, i.e.,f ne dépend pas dexn+1. f peut être donc considéré comme polynôme enn
variables (auquel s’applique l’hypothèse d’induction).Alors

|Z| ≤ |{(a1, . . . , an) ∈ Dn | f(a1, . . . , an, 0) = 0}| · |D|
A(n)

≤ d · |D|n−1 · |D|
= d · |D|n.
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2ème cas: k > 0.

|Z| ≤
M1︷ ︸︸ ︷

|{(a1, . . . , an) ∈ Dn | Qk(a1, . . . , an) = 0}| ·|D|+

|{(a1, . . . , an+1) ∈ Dn+1 | Qk(a1, . . . , an) 6= 0 ∧
f(a1, . . . , an+1) = 0}|

A(1)

≤ M1 · |D|+ k · (|D|n −M1)

≤ M1 · |D|+ k · |D|n

A(n)

≤ (d− k) · |D|n−1 · |D|+ k · |D|n

= d · |D|n.

�
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2
Analyse d’Algorithmes

2.1 POURQUOI ANALYSER DES ALGORITHMES?

L’analyse d’algorithmes est essentielle dans la comparaison de différents algorithmes pour des
problèmes computationnels; elle nous fournit un outil pour déterminer le meilleur algorithme
pour nos besoins.

Dans l’analyse d’un algorithme nous essayons de calculer les ressources dont il aurait besoin.
De telles ressources peuvent être, par exemple, l’utilisation CPU, mémoire, temps d’accès, etc.
Comme le nombre de facteurs qui interviennent est souvent très grand, il est en général très
difficile de calculer exactement les ressources utilisées. On se contente souvent de les estimer.

Dans ce chapitre, nous apprendrons des techniques pour calculer ou estimer la quantité de
ressources utilisées par un algorithme.

2.2 EXEMPLE: MULTIPLICATION DE POLYNÔMES

La multiplication de polynômes est l’un des problèmes calculatoires principaux de l’algèbre
computationelle (computational algebra) et du traitement du signal.

On rappelle qu’un polynôme surR de degréd est une expression de la forme

p(x) = a0 + a1 · x + a2 · x2 + . . . + ad · xd

aveca0, . . . , ad ∈ R etad 6= 0.

Les valeursa0, a1, . . . , ad s’appellent lescoefficientsdu polynôme. Un polynôme peut être
défini entièrement par ses coefficients. Sip1(x) etp2(x) sont des polynômes dont les degrés sont
respectivementd1 etd2, alors leur produit est un polynôme de degréd1 + d2.

30



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Problème: Multiplication de polynômes
Input: (a0, a1, . . . , an−1), (b0, b1, . . . , bn−1) ∈ Rn

Output: (c0, c1, . . . , c2n−2) ∈ R2n−2 tel que

2n−2∑

i=0

cix
i =

n−1∑

k=0

akx
k ·

n−1∑

j=0

bjx
j .

Les valeursa0, a1, . . . , an−1 et b0, b1, . . . , bn−1 sont les coefficients des polynômes d’entrée,
et les valeursc0, c1, . . . , c2n−2 sont les coefficients de leur produit. Remarquons qu’en multipliant
deux polynômes de degrén− 1, on obtient un polynôme de degré2n− 2.

Si nous voulons multiplier deux polynômes, nous pouvons simplement multiplier chaque
terme du premier polynôme par chaque terme du deuxième polynôme et combiner les termes de
même exposant.

Nous voulons compter lenombre d’oṕerations arithḿetiques(c’est-à-dire d’additions et de
multiplications de nombres réels) dont a besoin l’algorithme naı̈f, qui effectue le calcul

ci =

min(i,n−1)∑

j=max(0,i+1−n)

aj · bi−j

pour touti = 0, 1, . . . , 2n− 2.

Comptons le nombre d’additions et de multiplications à chaque étape.

c0 = a0×b0 1 + 0
c1 = a0×b1+a1×b0 2 + 1
...

...
...

cn−2 = a0×bn−2+ · · ·+an−2×b0 n− 1 + n− 2
cn−1 = a0×bn−1+ · · · · · ·+an−1×b0 n + n− 1

cn = a1×bn−1+ · · ·+an−1×b1 n− 1 + n− 2
...

...
...

c2n−3 = an−1×bn−2+an−2×bn−1 2 + 1
c2n−2 = an−1×bn−1 1 + 0

L’algorithme utilise

n + 2
n−1∑

k=1

k = 2
n(n− 1)

2
+ n

= n2
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multiplications, et

n− 1 + 2

n−2∑

k=0

k = 2
(n− 1)(n− 2)

2
+ n− 1

= (n− 1)2

additions.

En additionnant ces nombres, nous obtenons le nombre total d’opérations arithmétiques, qui
vautn2 + (n− 1)2.

Nous disons que l’algorithme utilisede l’ordre den2 opérations.

La notation d’ordresupprime les constantes multiplicatives et donne une bornesupérieure au
nombre d’opérations. Nous étudierons cette notation plus en détail dans ce chapitre.

2.3 EXEMPLE: MULTIPLICATION DE MATRICES

Problème: Multiplication de matrices
Input: A = (aij) ∈ Rn×n, B = (bij) ∈ Rn×n

Output: C = (cij) ∈ Rn×n, oùC = A · B

La multiplication de matrices est un des problèmes principaux en algèbre linéaire. On peut
montrer que de nombreux problèmes calculatoires en algèbre linéaire (résoudre des systèmes
d’équations, inversion de matrices, calcul de déterminants, etc.) se réduisent à la multiplication
de matrices.

Si A = (aij) et B = (bij) sont les deux des matricesn × n, alors le produit matriciel
C := A ·B est une matricen× n, avec les composantes

cij =
n∑

k=1

aikbkj

pour tout1 ≤ i, j ≤ n.

Nous aimerions analyser l’algorithme naı̈f en comptant le nombre d’additions et de multipli-
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cations (de nombres réels) à chaque pas.

c11 = a11×b11+a12×b21+ · · ·+a1n×bn1

c12 = a11×b12+a12×b22+ · · ·+a1n×bn2
...

...
cij = ai1×b1j+ai2×b2j+ · · ·+ain×bnj
...

...
cnn = an1×b1n+an2×b2n+ · · ·ann×bnn

L’algorithme utilise
n2 · n

multiplications, et
n2 · (n− 1)

additions.

Au total, cet algorithme effectue doncn3 + n2 · (n − 1) opérations. Nous disons que
l’algorithme utilisede l’ordre den3 opérations arithmétiques.

La notation d’ordre supprime les constantes et donne la croissance approximative. L’idée est
de ne considérer que les termes principaux (dans ce casn3) et de supprimer le reste, qui devient
insignifiant quandn est grand.

n 1000 log2(n) 200
√

n 50n 10n2 2n3 1
32

2n

2 1000 282.84 100 40 16 1/8
4 2000 400 200 160 128 1/2
8 3000 565.69 400 640 1024 8
16 4000 800 800 2560 8192 2048
32 5000 1131.37 1600 10240 65536 134217728
64 6000 1600 3200 40960 524288 Grand
128 7000 2262.74 6400 163840 4194304 GRAND
256 8000 3200 12800 655360 33554432 énorme
512 9000 4500.25 25600 2621440 268435456 ÉNORME
1024 10000 6400 51200 10485760 GRAND · · ·

2.4 LA NOTATION “O”

Nous aimerions mesurer des fonctions de manière approximative, selon leur croissance. Ceci
nous permettra d’avoir une première impression du temps deparcours d’un algorithme. Nous
obtiendrons ainsi une caractérisation simple de son efficacité, permettant de comparer différents
types d’algorithmes.

Dans ce qui suit, toutes les fonctions sont deN versR>0.
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Définition. Pour deux fonctionsf etg nous dirons quef = O(g) si

∃c > 0 ∃n0 > 0 ∀n ≥ n0 : f(n) ≤ cg(n).

Alors “ f crôıt au plus aussi vite queg” . O se prononce “grand O”.

Exemple: Toute fonction est de l’ordre d’elle-même, on a par exemplen = O(n) et de manière
généralef(n) = O(f(n)) pour toute fonctionf(n). En effet, on peut prendrec = 1 et n0 = 1
dans la définition ci-dessus puisque∀n ≥ 1 on af(n) ≤ 1 · f(n).

Exemple: Les constantes multiplicatives ne jouent pas de rôle:3n = O(10n), et de manière
générale, pour toute fonctionf(n) et pour touta, b ∈ R>0 on a:

a · f(n) = O(b · f(n))

On peut obtenir ce résultat en prenantc = a
b

et n0 = 1 dans la définition ci-dessus, puisque
∀n ≥ 1 on aa · f(n) ≤ a

b
· b · f(n).

Exemple: On an2 = O(n3). En effet, en prenantc = 1 etn0 = 1 ci-dessus, on voit que∀n ≥ 1
on an2 ≤ 1 · n3.

Exemple: On a1000n = O(n2). En effet, en prenantc = 1000 etn0 = 1 ci-dessus, on voit que
∀n ≥ 1 on a1000n ≤ 1000 · n2.

Exemple: On an + 100 = O(n2). On prendc = 1 et n0 = 11 ci-dessus, on voit que∀n ≥ 11
on an + 100 ≤ 1 · n2.

Exemple: On a:

• n = O(1000n)

• 1000n = O(n)

• log n = O(log n)

• log n = O((log n)2)

• n2 = O(n3)

• an2 = O(bn3) pour tousa, b ∈ R>0

• n = O(100n2 − 14n + 2)
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• 1000 · n1000 = O(2n)

• 100 · log(n) = O(n)

• log(n) + 3 + n2 = O(n2)

• 1 = O(n)

• 2003 = O(1)

• 1
n

= O(1)

• Si p(n) est un polynôme de degré≤ d, alorsp(n) = O(nd)

• Si p(n) est un polynôme, eta > 1 alorsp(n) = O(an)

Définition. Pour des fonctionsf etg nous écrivonsf = o(g) si

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 0.

Alors, “ f crôıt plus lentement queg” . On peut aussi dire que“ f devient insignifiante par rapport
à g lorsquen tend vers l’infini”. o so prononce “petit o”.

Exemple: n = o(n2), en effet on a

lim
n→∞

n

n2
= lim

n→∞

1

n
= 0.

Remarquons que sif = o(g), alors on a aussif = O(g). n = o(n2) dans l’exemple ci-dessus,
donc on a aussin = O(n2).

Définition. Pour des fonctionsf etg nous disons que

• f = Ω(g) si g = O(f), et

• f = θ(g) si f = O(g) etf = Ω(g).

Donc, sif = θ(g) alors“ f et g ont le m̂eme ordre de magnitude”.

Exemple: On a:

• n7 = Ω(n6)

35



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

• 100n3 = θ(10n3)

• 1 + n + 10n2 = o(n3)

• 1 + n + 10n2 6= o(n2)

• 1 + n + 10n2 = O(n2)

• 1 + n + 10n2 = θ(n2)

• n1001 = o(1.001n)

• Si p(n) est un polynôme de degré< d alorsp(n) = o(nd).

• Si p(n) est un polynôme de degréd alorsp(n) 6= o(nd).

• Si p(n) est un polynôme de degréd alorsp(n) = θ(nd).

Dans ce langage nous disons que la multiplication naı̈ve de polynômes est un algorithme
O(n2), ou encore que c’est un algorithme avec un temps de parcoursO(n2). La multiplication
naı̈ve de matrices est un algorithmeO(n3), ou un algorithme avec temps de parcoursO(n3).

Peut-on faire mieux?

Oui. Nous allons introduire puis analyser des algorithmes plus rapides pour ces deux problèmes.

2.5 L’ALGORITHME DE KARATSUBA

Supposons que nous aimerions multiplierf(x) =
∑2n−1

i=0 aix
i et g(x) =

∑2n−1
i=0 bix

i aussi rapi-
dement que possible. Nous pouvons écriref(x) et g(x) comme suit.

f(x) =
(
a0 + a1x + · · ·+ an−1x

n−1
)

︸ ︷︷ ︸
=:f0(x)

+xn ·
(
an + an+1x + · · ·+ a2n−1x

n−1
)

︸ ︷︷ ︸
=:f1(x)

g(x) =
(
b0 + b1x + · · ·+ bn−1x

n−1
)

︸ ︷︷ ︸
=:g0(x)

+xn ·
(
bn + bn+1x + · · ·+ b2n−1x

n−1
)

︸ ︷︷ ︸
=:g1(x)

.

Remarquons que les polynômesf0(x) etf1(x) respectivementg0(x) etg1(x) n’ont que la moitié
de taille (degré) def(x) respectivementg(x). L’idée sous-jacente à l’algorithme de Karatsuba
est d’opérer sur les polynômes plus petitsfi(x) et gi(x), où les calculs peuvent être effectués
plus rapidement.

Considérons l’algorithme ci-dessous pour calculerf(x) · g(x).

Remarquons que les opérations dans les pas 1, 2 et 5 sont elles-mêmes des multiplications de
polynômes, mais de polynômes de taillen au lieu de2n.
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Algorithme 6 L’Algorithme de Karatsuba
1: h0(x)← f0(x) · g0(x).
2: h2(x)← f1(x) · g1(x).
3: u(x)← f0(x) + f1(x)
4: v(x)← g0(x) + g1(x).
5: A(x)← u(x) · v(x).
6: h1(x)← A(x)− h0(x)− h2(x).
7: h(x)← h0(x) + xnh1(x) + x2nh2(x).
8: return h(x)

Nous montrons d’abord que le polynômeh(x) calculé est en effet le produitf(x) ·g(x). Pour
le voir, on calcule la valeur deh(x). Pour améliorer la lisibilité, nous écrivonsh au lieu deh(x),
etc.:

h = x2nh2 + xnh1 + h0

= x2nf1g1 + xn(uv − h0 − h2) + f0g0

= x2nf1g1 + xn [(f0 + f1)(g0 + g1)− f0g0 − f1g1]︸ ︷︷ ︸
(f0g1+f1g0)

+f0g0

= x2nf1g1 + xn(f0g1 + f1g0) + f0g0

= (xnf1 + f0)(x
ng1 + g0)

= f · g.

Ce que nous aimerions savoir maintenant est, bien sûr, s’ily a un avantage à utiliser l’Algorithme
6 au lieu de l’algorithme naı̈f introduit dans la section 2.2. Analysons donc son temps de par-
cours.

Pour multiplier deux polynômes de degré< 2n, nous avons besoin de3 multiplications de
polynômes de degré< n, 2 additions de polynômes de degré< n et 2 additions de polynômes
de degré< 2n− 1 et de 2 additions de coût2(n− 1) (étape 7).

h (x)

h (x)

h (x)

0

1

2

xn

x2n

0 n 2n−2

2n 3n−2

4n−2

n−1

n−1

Commençons par supposer que nous utilisons l’algorithme naı̈f de multiplication de polynômes
dans les étapes 1, 2 et 5 de l’algorithme de Karatsuba. Puisque, en utilisant l’algorithme naı̈f,
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nous avons besoin den2 + (n− 1)2 opérations arithmétiques pour multiplier des polynômes de
degré< n, le nombre total d’opérations pour multiplier deux polynˆomes de degré< 2n utilisant
la méthode de Karatsuba est:

3 · (n2 + (n− 1)2) + 2 · n + 2 · (2n− 1) + 2 · (n− 1) = 6n2 + 2n− 1,

tandis que l’algorithme naı̈f nécessite

8n2 − 4n + 1

opérations, ce qui est plus grand par un facteur d’approximativement4/3 si n est grand. Ainsi,
de cette manière nous obtenons un algorithme qui est plus rapide que l’algorithme naı̈f, mais ceci
seulement par un facteur constant: il s’agit toujours d’un algorithmeO(n2).

Heureusement, ce n’est pas la fin de l’histoire. Nous pouvonsutiliser l’algorithme de Karat-
suba lui-même dans les pas1, 2 et 5 pour obtenir un algorithme qui est encore plus performant.
De tels algorithmes, qui font appel à eux-mêmes pour accomplir leur tâche, s’appellent des algo-
rithmesrécursifs. Nous étudierons les algorithmes récursifs encore plus en détail.

Analysons maintenant le comportement duvrai algorithme de Karatsuba, i.e., de la variante
récursive. Nous définissons les fonctionsM(·), A(·) etT (·) comme suit:

• M(n): le nombre de multiplications pour multiplier deux polynômes de degré< n.

• A(n): le nombre d’additions / soustractions pour multiplier deux polynômes de degré< n.

• T (n): le nombre total d’opérations arithmétiques pour multiplier deux polynômes de degré
< n, dans ce cas égal àA(n) + M(n).

Nous avons clairementM(1) = 1, A(1) = 0, et nous pouvons calculer les valeurs de
M(·), A(·) etT (·) pour les puissances de deux en utilisant les récurrences suivantes:

M(2n) = 3M(n)

A(2n) = 3A(n) + 2n + 2(2n− 1) + 2(n− 1)

= 3A(n) + 8n− 4,

T (2n) = 3T (n) + 8n− 4

Par exemple, la formule pourA(2n) ci-dessus se trouve comme suit: Le terme “3A(n)” vient
des multiplications récursives dans les étapes 1, 2 et 5 del’algorithme 6. Le terme “2n” vient
des multiplications de polynômes de degré< n dans les étapes 3 et 4. Le terme “2(2n − 1)”
vient des deux soustractions de polynômes de degré< 2n − 1 dans l’étape 6. Finalement, le
terme “2(n− 1)” vient des additions dans l’étape 7. (Dans ce dernier cas, il suffit de compter les
additions des parties qui se recouvrent; c.f. l’illustration à la page précédente.)

Comment les fonctionsM(n), A(n) etA(n) + M(n) croissent-elles en fonction den? Nous
apprendrons des techniques pour répondre à ce type de question plus tard dans ce chapitre.

Nous pouvons, par contre, déjà faire une comparaison num´erique pour le cas oùn est une
puissance de deux. Nous obtenons
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Karatsuba Naive

n Mult. Add. Total Mult. Add. Total

2 3 4 7 4 1 5

4 9 24 33 16 9 25

8 27 100 127 64 49 113

16 81 360 441 256 225 481

32 243 1204 1447 1024 961 1985

64 729 3864 4593 4096 3969 8065

128 2187 12100 14287 16384 16129 32513

Tandis que pourn petit, la multiplication naı̈ve semble être meilleure, nous voyons que pour
n ≥ 16, l’algorithme de Karatsuba est plus rapide. (En réalité,la multiplication est souvent plus
coûteuse que l’addition, et l’algorithme de Karatsuba pourrait donc être meilleure même pour
desn plus petits).

Nous montrerons plus tard que l’algorithme de Karatsuba estO(nlog2(3)), ce qui est beaucoup
mieux que l’algorithme naı̈fO(n2), commelog2(3) ∼ 1.585.

L’utilisation de structures de données adéquates rend aussi possible de réaliser ce gain sur
des machines réelles et dans les applications pratiques. Par exemple, quelques implémentations
de puces cryptographiques utilisent cet algorithme. Et même si de nos jours, des algorithmes
meilleurs sont connus pour la multiplication de polynômes, l’algorithme de Karatsuba s’utilise
souvent dans les logiciels informatiques (par exemple, PARI/GP), parce que c’est un algorithme
qui donne une bonne performance en restant relativement facile à implémenter.

2.6 L’ALGORITHME DE STRASSEN

Dans la section précédente, nous avons appris que la multiplication de polynômes peut être ef-
fectuée plus rapidement en décomposant les polynômes endes parties plus petites et en effectu-
ant ensuite les calculs sur ces polynômes plus petits. Cette stratégie de division de problèmes en
sous-problèmes plus petits peut aussi être appliquée dans d’autres contextes; ce type d’algorithme
s’appelle un algorithmediviser-pour-ŕegner(divide-and-conquer).

Dans cette section, nous présentons un algorithme diviser-pour-régner pour la multiplication
de matrices.

Supposons que nous aimerions calculer le produit de deux matricesA etB,
(

C11 C12

C21 C22

)
=

(
A11 A12

A21 A22

)
·
(

B11 B12

B21 B22

)
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oùCij, Aij, Bij sont des matricesn× n.

La décomposition en blocs ci-dessus suggère que si nous connaissions un algorithme perfor-
mant pour la multiplication de matrices2× 2, ceci nous permettrait de construire un algorithme
général (i.e., pourn arbitraire) performant de multiplication de matrices en utilisant la technique
diviser-pour-régner.

Strassen a inventé un tel algorithme pour la multiplication de matrices2 × 2 en 1969. Nous
présentons ici la variante amélioré de Winograd de l’algorithme de Strassen qui nécessite encore
moins d’additions. Les pas sont:

(1) Calculer
S1 = A21 + A22 T1 = B12 −B11

S2 = S1 −A11 T2 = B22 − T1

S3 = A11 − A21 T3 = B22 −B12

S4 = A12 − S2 T4 = B21 − T2

(2) Calculer
P1 = A11B11 P5 = S3T3

P2 = A12B21 P6 = S4B22

P3 = S1T1 P7 = A22T4

P4 = S2T2

et
U1 = P1 + P2 U5 = U3 + P3

U2 = P1 + P4 U6 = U2 + P3

U3 = U2 + P5 U7 = U6 + P6

U4 = U3 + P7.

(3) Ensuite,
C11 = U1, C12 = U7,
C21 = U4, C22 = U5.

Pour multiplier deux matrices2n × 2n, l’algorithme naı̈f utilise8 multiplications et4 ad-
ditions de matricesn × n. L’algorithme de Strassen réduit ceci à7 multiplications et15 addi-
tions/soustractions de matricesn× n. (Remarquons que le nombre d’additions de matrices n’est
pas vraiment très important, puisqu’elle se fait élément par élément, donc enO(n2) tandis que la
multiplication naı̈ve estO(n3)).

Pour analyser le temps de parcours de l’algorithme de Strassen, nous introduisons de nouveau
les fonctionsM(·), A(·), T (·):

• M(n): Nombre de multiplications (de réels) pour multiplier desmatricesn× n.

• A(n): Nombre d’additions (de réels) pour multiplier des matricesn× n.

• T (n): Le nombre total d’opérations arithmétiques pour la multiplication de matricesn×n.
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Pour les puissances de deux, ces fonctions sont données parles formules récursives

M(2n) = 7M(n)

A(2n) = 7A(n) + 15n2

T (2n) = 7T (n) + 15n2,

et les conditions initialesM(1) = 1, A(1) = 0, T (1) = 1.

Dans la section 2.7 nous apprendrons comment déduire de cesformules que l’algorithme
de Strassen estO(nlog2(7)). L’algorithme de Strassen est donc beaucoup plus performant que
l’algorithme naı̈fO(n3), puisquelog2(7) ∼ 2.81. Le bon choix de structures de données aide à
réaliser cet avantage en pratique.

2.7 RELATIONS DE RÉCURRENCE

Théorème 2.1SoitT : N→ R une fonction telle qu’il existeb, c, d ∈ R>0, eta ∈ N avec

(a) T (n) ≤ T (n + 1) pour toutn ≥ 1 (i.e.T (·) crôıt monotonement), et

(b) T (an) ≤ cT (n) + dnb.

On a alors

(1) Siab < c, alorsT (n) = O
(
nloga(c)

)
.

(2) Siab = c, alorsT (n) = O
(
nloga(c) · loga(n)

)
.

(3) Siab > c, alorsT (n) = O
(
nb
)
.

Avant de prouver ce théorème, nous l’utilisons pour obtenir les temps de parcours estimés des
algorithmes de Karatsuba et Strassen.

Corollaire 1 L’algorithme de Karatsuba utiliseO(nlog2(3)) opérations.

Preuve.La fonctionT (n) dénote le nombre d’opérations pour multiplier des polynˆomes de degré
< n. Nous pouvons clairement supposerT (n) ≤ T (n + 1), car sin n’est pas une puissance de
deux, nous pouvons résoudre le problème en remplissant les coefficients def respectivementg
plus grand quen avec des zéros, jusqu’à la prochaine puissance de deux. (C’est du zero-padding).
Donc l’hypothèse (a) du théorème 2.1 est bien vérifiée.

Nous avonsT (2n) = 3T (n)+ 8n− 4 ≤ 3T (n)+ 8n. Donc, l’hypothèse (b) est vérifiée avec
a = 2, b = 1, c = 3, etd = 8. En appliquant le théorème, nous obtenons le corollaire. �
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Corollaire 2 L’algorithme de Strassen utiliseO(nlog2(7)) opérations.

Preuve. Nous avonsT (n) ≤ T (n + 1) pour la même raison qu’au corollaire précédent. Nous
savons queT (2n) ≤ 7T (n) + 15n2. Donc nous pouvons appliquer le théorème aveca = 2,
b = 2, c = 7, etd = 15. �

Pour pouvoir prouver le théorème 2.1, nous avons besoin dela proposition suivante:

Proposition 2 Soitu ∈ R. Alors pour toutk ≥ 1:

k−1∑

ℓ=0

uℓ =

{
k si u = 1
uk−1
u−1

si u 6= 1.

De plus, si|u| < 1, alors
k−1∑

ℓ=0

uℓ <

∞∑

ℓ=0

uℓ =
1

1− u
.

Nous laissons la preuve comme exercice.

Preuve du théorème 2.1. La preuve consiste en3 étapes:

Étape 1: Nous montrons que pour toutk ≥ 1,

T (ak) ≤ ck−1

(

cT (1) + d

k−1∑

ℓ=0

(
ab

c

)ℓ
)

.

Nous montrons ceci par induction surk.

[Base] : k = 1. On aT (a) ≤ cT (1) + d, en utilisant l’hypothèse (b) du théorème avecn = 1. X

[Pas] : L’application de la première étape suivi de l’hypothèse d’induction donne

T (ak+1) ≤ cT (ak) + dakb

Hyp.
≤ ck

(

cT (1) + d

k−1∑

ℓ=0

(
ab

c

)ℓ
)

+ dakb

= ck

(
cT (1) + d

k−1∑

ℓ=0

(
ab

c

)ℓ

+ d

(
ab

c

)k
)

= ck

(
cT (1) + d

k∑

ℓ=0

(
ab

c

)ℓ
)

.
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Étape 2: nous montrons qu’il existeα, β, γ ∈ R>0 tel que pour toutk ≥ 1:

T (ak) ≤






αck si ab < c

βkck si ab = c

γakb si ab > c

1. Si ab < c, la Proposition 2 implique que

k−1∑

ℓ=0

(
ab

c

)ℓ

<
1

1− ab

c

pour toutk. En utilisant cette inégalité et l’étape 1, nous obtenons

T (ak) ≤ ck−1

(
cT (1) + d · 1

1− ab

c︸ ︷︷ ︸
=:µ

)

= ckT (1) + ck−1µ

=
(
T (1) +

µ

c

)

︸ ︷︷ ︸
=:α

ck.

2. Si ab = c, alors
∑k−1

ℓ=0

(
ab

c

)ℓ

= k, et donc avec l’étape 1 on obtient l’estimation suivante:

T (ak) ≤ ck−1 (cT (1) + dk)

= ck

(
T (1) +

kd

c

)

=

(
T (1)

k
+

d

c

)

︸ ︷︷ ︸
=:β

kck.

3. Si ab > c,
k−1∑

ℓ=0

(
ab

c

)ℓ

=

(
ab

c

)k

− 1

ab

c
− 1

≤
(

ab

c

)k
1

ab

c
− 1

︸ ︷︷ ︸
=:µ

.
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Donc nous avons

T (ak) ≤ ckT (1) + ck−1d

(
ab

c

)k

µ

= ckT (1) +
dµ

c
akb

= akb
(( c

ab

)k

︸ ︷︷ ︸
<1

T (1) +
dµ

c

)

≤
(

T (1) +
dµ

c

)

︸ ︷︷ ︸
=:γ

akb.

Étape 3: Preuve du théorème.

Étant donnén, nous trouvonsk tel queak−1 ≤ n < ak. Nous aurons alors les trois inégalités
suivantes:

ak ≤ an (2.1)

k ≤ 2 loga(n) (2.2)

T (n) ≤ T (n + 1) ≤ · · · ≤ T (ak) (Induction!) (2.3)

Si ab < c, alors

T (n) ≤ T (ak)

≤ αck

= α · (ak)loga(c)

(2.1)
≤ αc · nloga(c),

donc,T (n) = O(nloga(c)).

Si ab = c, alors

T (n) ≤ T (ak)

≤ βkck

= βk(ak)loga(c)

(2.1)
≤ βck · nloga(c)

(2.2)
≤ 2βc · nloga(c) loga(n),

d’où, T (n) = O(nloga(c) loga(n)).
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Si ab > c, alors

T (n) ≤ T (ak)

≤ γakb

(2.1)
≤ γabnb,

doncT (n) = O(nb).

Ceci termine la preuve du théorème. �

2.8 REMARQUES FINALES

En analysant un algorithme il est important:

• D’identifier les opérations qui prennent du temps,

• D’analyser combien de telles opérations sont nécessaires,

• D’identifier une relation entre cette analyse et les vraies machines.

Nous avons développé la notationO(·) pour comparer les algorithmes asymptotiquement, i.e.,
quand le nombre de variables d’input est très grand. La notation O(·) ne prend pas en compte les
constantes. Cependant, en pratique elles sont très importantes.

La notationO(·) prédit une certaine performance, mais le comportement d’un algorithme sur
une vraie machine dépend de nombreux facteurs dont le choixdes structures de données.

C’est ce qui nous concernera dans le prochain chapitre.
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3
Structures de données

élémentaires

Un programme C ou C++ contient d’habitude une partie algorithmique et une partie déclaratoire.
La partie algorithmique(contenue typiquement dans les fichiers.c) contient proprement des
algorithmes, i.e., une description de comment les donnéesdoivent être manipulées. Lapartie
déclaratoire(en C dans les fichiers.h) contient les prototypes, lestypedef et les déclarations
destructures etclasses. Autrement dit, la partie déclaratoire décrit commentles morceaux
d’informations liés sont organisés, donc lesstructures de donńees.

Algorithme + Structures de données = Programme

Le bon choix de structures de données est une partie cruciald’une implémentation perfor-
mante d’un algorithme.

Dans ce chapitre nous étudierons quelques structures de données élémentaires et quelques
types abstraits (abstract data types).

3.1 ENSEMBLES DYNAMIQUES

Très souvent, les algorithmes manipulent des ensembles dedonnées. Ces ensembles ne sont pas
statiques, mais peuvent grandir ou diminuer au cours du temps. Ce type d’ensemble est appelé
dynamique.

Implémentation typique: Les ensembles dynamiques sont représentés comme des objets
(structures) dont les membres individuels peuvent être inspectés et manipulés. L’accès aux mem-
bres est donné via un pointeur sur l’objet.

Pour la plupart des ensembles dynamiques, l’un des membres de l’objet est laclé, i.e., un
identificateur unique de l’objet. Les autres membres de l’objet contiennent d’autres données
d’intérêt.

Nous supposerons régulièrement que la clé appartient àun ensemble totalement ordonné
(comme par exempleN). Un ensembleS est totalement ordonné par rapport à une relation<0 si
pour tousa, b ∈ S, exactement une des trois conditions suivantes est vraie:a <0 b, b <0 a ou
a = b.
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Les opérations sur les ensembles dynamiques appartiennent à deux types: les demandes et
les opérations de modification.

• Lesdemandesdonnent de l’information sur les éléments de l’ensemble.

• Lesopérations de modificationchangent l’ensemble.

ÉcrivonsS un ensemble dynamique,x un objet (élément) queS peut stocker, etk la clé
d’un élément. Les opérations suivantes sur les ensembles dynamiques sont souvent utilisées en
pratique:

Opérations de modification:

• Insert(S, x): Opération de modification qui ajoute l’élémentx àS

• Delete(S, x): Opération de modification qui effacex deS si x appartient àS.

Demandes:

• Search(S, k): Retourne un pointeur sur un élémentx ∈ S tel quekey[x] = k si un tel
élément existe, etNULL sinon.

• Minimum(S): Retourne l’élément avec la clé la plus petite.

• Maximum(S): Retourne l’élément avec la clé la plus grande.

• Successor(S, x): Retourne, pour un élémentx donné, le prochain plus grand élément
dansS, c’est-à-dire l’élément avec la plus petite clé qui soit plus grande que celle dex.
RetourneNULL si x est l’élément maximal.

• Predecessor(S, x): C’est l’analogue de la fonctionSuccessor. Retourne pourx
donné le prochain plus petit élément ouNULL si x est l’élément minimal.

Le temps nécessaire pour accomplir ces tâches est souventdonné en fonction de la taille
de l’ensemble. Par exemple, nous serons souvent intéress´es par des structures de données qui
effectuent les opérations ci-dessus en tempsO(log(n)), oùn est la taille de l’ensemble.

3.2 STRUCTURES DES DONNÉES DYNAMIQUES ÉLÉMEN-
TAIRES

Dans ce chapitre nous étudierons les stacks, les files d’attente et les listes liées. Ce sont des
types abstraits, c’est-à-dire que leur fonctionalité est définie mais ils peuvent être implémentés
(réalisés) de différentes façons. Nous verrons pour chacun de ces trois types une implémentation
(réalisation) qui utilise un tableau (array).
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3.2.1 Stack (ou pile)

Un stackest une structure de données qui permet d’“empiler” des objets: L’intuition est qu’à
chaque fois qu’on ajoute quelque chose sur une pile, on le metpar dessus les objets déjà présents.
On ne peut enlever que l’objet le plus haut. Ce principe s’appelle dernier-entŕe, premier-sorti
(LIFO, Last-in, First-out).

L’opération d’ajout d’un objet au stack s’appellepushet l’opération d’enlèvement est nommée
pop. Une troisième opération indiquant si le stack est vide est parfois ajoutée.

On peut réaliser (implémenter) un stack avec un tableau (array) et un indice qui indique la
première position vide (ou alternativement, la dernièreposition occupée).

Illustration :

0 1 2 3 4 5 6

15 6 2 9

top[S] = 3

S

Voici un stackS contenant4 éléments. Les cases sont des positions dans l’array de l’implémentation.
Le stack possède un attributtop[S] qui est l’indice indiquant la plus haute position occupée.

0 1 2 3 4 5 6

15 6 2 9 17 3

top[S] = 5

S

Le même stackS aprèsPush(S, 17) etPush(S, 3).

0 1 2 3 4 5 6

15 6 2 9 17 3

top[S] = 4

S

L’opérationPop(S) retourne3 et efface ensuite cet élément deS (i.e. top[S] est diminué de un).

Si on essaye d’effectuer unPop(S) sur un stackS vide, l’opérationPop retourne un code
indiquant ce fait et on dit alors qu’on astack underflow.
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Les algorithmes 7, 8, 9 donnent une réalisation standard d’un stack basé sur un tableau (ar-
ray).

Algorithme 7 StackIsEmpty(S)

1: if top[S] = 0 then
2: return true
3: else
4: return false
5: end if

Algorithme 8 Push(S, x)

1: top[S] ← top[S]+1
2: S[top[S]] ← x

Algorithme 9 Pop(S)

1: if StackIsEmpty(S) then
2: return ’underflow’
3: else
4: top[S]← top[S]-1
5: return S[top[S] + 1]
6: end if

Exemple: Les stacks sont très souvent utilisés dans la programmation. Quelques exemples:

• Stack d’́evaluation d’expressions: Pour pouvoir évaluer des expressions comme

((a + b) ∗ (c + d)) + (e ∗ f) (3.1)

on se sert d’un stack qui stocke les résultats intermédiaires. Les programmes qui évaluent
ce type d’expression se servent typiquement d’un stack. L’expression (3.1) se traduit alors
en la suite d’instructions suivante:

Push(S, a)
Push(S, b)
Push(S,Pop(S) + Pop(S))
Push(S, c)
Push(S, d)
Push(S,Pop(S) + Pop(S))
Push(S,Pop(S) ∗ Pop(S))
Push(S, e)
Push(S, f)
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Push(S,Pop(S) ∗ Pop(S))
return Pop(S) + Pop(S)

Pour des valeurs dea, b, c, d, e et f données, la suite ci-dessus retourne alors l’évaluation
de l’expression.

(Certaines calculatrices de la marque HP laissent à l’utilisateur ce pas de traduction, et
prennent comme input directement les opérationsPush (la touche “enter”), et les opérateurs.
Cette méthode s’appellereversed polish notation.)

• Stack d’adresse retour: Pour stocker l’adresse retour d’une sous-routine. Un tel stack est
utilisé par exemple dans les applications récursives. Les sous-routines sont ainsi exécutées
dans l’ordre de leur ordre d’appel.

• Stack de variable locale: Pour gérer les variables locales dans des programmes récursifs.

• Stack de param̀etres: Pour stocker les paramètres sur lesquels agit une sous-routine. (les
valeurs d’input d’un programme par exemple).

Remarquons que quasi tous les programmes informatiques disposent au moins d’un stack:
C’est le stack qui contient à la fois les variables locales,les adresses de retour et sur lequel
les arguments pour les sous-routines sont passés. Ce stacksert aussi a stocker des résultats
intermédiaires.

On peut par exemple utiliser un stack pour vérifier les parenthèses d’une expression:

Problème: Vérification de parenthèses
Input: Une expression contenant du texte et(, ), [, ], {, }
Output: “correct” ou “incorrect”, selon si toutes les parenthèsesouvrantes

sont ensuite fermées.

Nous utilisons un stackS, initialement vide.

La condition “l’élément le plus haut deS ne correspond pas àc” est définie par:

• ’(’ correspond à ’)’

• ’ [’ correspond à ’]’

• ’{’ correspond à ’}’

Exemple: ((1 + 9) ∗ 93 − (98)/23− (43 + 2) est une expression incorrecte, la toute première
parenthèse n’est pas fermée. L’expression[(1 + 9) ∗ 93− (98)/23− (43 + 2)] est correcte.
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Algorithme 10 VERIFICATIONPARENTHESES

1: while Input pas finido
2: c← prochain caractère
3: if c=’(’ ou c=’[’ ou c=’{’ then
4: Push(S, c);
5: end if
6: if c=’)’ ou c=’]’ ou c=’}’ then
7: if StackIsEmpty(S) ou l’élément le plus haut deS ne correspond pas àc then
8: return Incorrect
9: else

10: Pop(S);
11: end if
12: end if
13: end while
14: if StackIsEmpty(S) then
15: return Correct
16: else
17: return Incorrect
18: end if

3.2.2 Files d’attente (Queues)

Les files d’attente sont des ensembles dynamiques qui permettent de nouveau d’enlever et d’ajouter
des éléments. Cette fois, on ne peut ajouter qu’à la fin et enlever qu’au début, i.e., si on enlève,
on enlève toujours le plus ancien élément encore dans la queue. C’est le principepremier-entŕe,
premier-sorti(en anglais:first-in-first-out, FIFO). Nous appelons l’opération d’enlèvement d’un
élémentdequeue, et celle d’ajoutenqueue.

Il est de nouveau possible de se servir d’un tableau (array) pour réaliser une file d’attente,
si nous savons que la queue ne dépassera pas une certaine taille. Nous avons besoin de deux
attributs, à savoir d’un attribut qui indique la prochaineposition libre à la fin de la queue, et un
attribut qui indique la position du plus vieil élément de la queue (i.e. la position du prochain
élément à enlever). Nous appellerons ces attributs respectivementtail ethead.

L’idée est maintenant de remplir à chaque fois la positiontail si Enqueue est appelé, et
d’ensuite incrémentertail. Si tail dépasse la fin du tableau, on recommence à la première
position. La fonctionDequeue procède de manière similaire: Ayant lu la valeur de la position
head à retourner, ce compteur est incrémenté et remis à un s’il dépasse la fin du tableau.

Exemple:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

15 6 9 8 4

head[Q] tail[Q]

Q

Le dessin ci-dessus représente une file d’attenteQ avec5 éléments aux positionsQ[6..10]. Si
nous faisons les opérationsEnqueue(Q, 17), Enqueue(Q, 3) etEnqueue(Q, 5), nous aurons
alors la situation suivante:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

15 6 9 8 4 173 5

head[Q]tail[Q]

Q

Remarquons qu’après avoir ajouté17, la valeur detail est remise à1. Si nous faisons ensuite
l’opérationDequeue(Q), la valeur15 est retournée, et la queue se trouve dans l’état suivant:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

15 6 9 8 4 173 5

head[Q]tail[Q]

Q

Les algorithmes 12 et 13 donnent des réalisations concrètes des opérationsEnqueue respec-
tivementDequeue pour des queues basées sur un tableau. Remarquons que si head[Q] =
tail[Q], la queue pourrait être soit pleine ou soit vide. Pour différencier ces deux cas nous posons
head[Q]= NULL lorsque la queue est vide. Ainsi l’initialisation est la suivante:

Algorithme 11 Initialize(Q)

1: head[Q] ← NULL
2: tail[Q] ← 1

Les files d’attente sont utilisées quand des tâches doivent être traitées dans leur ordre d’arrivée.

Exemple: Les queues sont utilisées de manière visible à l’utilisateur dans les situations suiv-
antes:
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Algorithme 12 Enqueue(Q, x)

1: if head[Q]=tail[Q] then
2: error ’overflow’
3: end if
4: Q[tail[Q]] ← x
5: if head [Q] = NULL then
6: head [Q] ← tail[Q]
7: end if
8: if tail[Q] = length[Q] then
9: tail[Q]←1

10: else
11: tail[Q] ← tail[Q]+1
12: end if

Algorithme 13 Dequeue(Q)

1: if head [Q] = NULL then
2: error ’underflow’
3: end if
4: x← Q[head[Q]]
5: if head[Q] = length[Q] then
6: head[Q] ← 1
7: else
8: head[Q] ← head[Q]+1
9: end if

10: if head[Q] = tail[Q] then
11: head[Q] ← NULL
12: end if
13: return x
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• Routers: Les tâches sont des paquets, il faut déterminer à quel router le paquet doit être
envoyé. On utilise une file d’attente pour traiter les paquets dans l’ordre.

• Appels t́eléphoniques: Quand on appelle un numéro 0800 en Suisse, l’appel est mis dans
une queue en attendant d’être traité. Dans la situation idéale, les appels sont traités dans
leur ordre d’arrivée.

• Imprimantes: Quand on envoie une tâche à une imprimante, elle est insérée dans une file
d’attente.

Les tampons (buffers) sont des types particuliers de files d’attente, contenant un flux de
données à traiter. Les interfaces de transmission de données utilisent des tampons. Par exemple,
les données à écrire sur un disque dur sont d’abord stock´ees sur un tampon.

Il existe des files d’attente qui prennent en compte les priorités, appelées desfiles d’attente
avec priorit́e (Priority Queues). Cette variante ne nous concernera pas dans ce cours.

3.2.3 Listes liées (Linked lists)

Une liste liée est une façon simple et flexible de représenter un ensemble dynamique. Elle permet
d’implémenter toutes les opérations mentionnées dans la section 3.1. Il s’agit d’une structure de
données dans laquelle les objets sont ordonnés de façon linéaire. L’ordre est donné par des
pointeurs associés à chaque objet.

Il y a plusieurs types de listes liées. Nous regarderons iciles listesdoublement líees. Les
éléments de ce type de liste possèdent chacun deux pointeurs,prev etnext. Le pointeurprev
pointe sur le prédécesseur (dans la liste) de l’élément, etnextsur le successeur. Siprev[x] =
NULL alorsx est le premier élément (head) de la liste, et sinext[x] = NULL, alorsx est le
dernier élément (tail).

Nous avons encore besoin d’un attributhead[L], qui est un pointeur indiquant le premier
élément de la liste. Pour une listeL vide, on ahead[L] = NULL.

Exemple:

head[L] 9 4

prev
key

next

1

C’est une liste doublement liéeL qui représente(9, 4, 1).

head[L] 5 9 4 1
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La listeL aprèsInsert(L, x), aveckey[x] = 5.

head[L] 5 9 1

La listeL aprèsDelete(L, x), aveckey[x] = 4.

Les algorithmes 14, 15 et 16 montrent comment chercher, ins´erer et effacer des objets dans
une liste doublement liée.

Algorithme 14 Search(L, k)

1: x← head[L]
2: while x 6= NULL et key[x] 6= k do
3: x← next[x]
4: end while
5: return x

Algorithme 15 Insert(L, x)

1: next[x] ← head[L]
2: prev[x] ← NULL
3: if head[L] 6= NULL then
4: prev[head[L]] ← x
5: end if
6: head[L] ← x

Algorithme 16 Delete(L, x)

1: if prev[x] 6= NULL then
2: next[prev[x]] ← next[x]
3: else
4: head[L] ← next[x]
5: end if
6: if next[x] 6= NULL then
7: prev[next[x]] ← prev[x]
8: end if

3.3 GRAPHES ET ARBRES

Les graphes sont des structures de données générales quipeuvent être utilisées pour représenter
des dépendances et des relations entre des objets. Ils sonttrès souvent utilisés en informa-
tique, par exemple pour décrire la structure du hardware, des réseaux informatiques, des flux de
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données, des systèmes parallèles et des structures hiérarchiques (arbres). On rappelle la définition
d’un graphe et des définitions s’y rapportant.

Définition. Un graphe(V, E) est un ensemble fini de sommetsV et une relationE ⊆ V × V .

Définition.

• Poura, b ∈ V nous disons qu’il y a une ar̂ete dea à b si (a, b) ∈ E.

• Un chemin de longueurn est une suite den arêtes

(c0, c1), (c1, c2), . . . , (cn−2, cn−1), (cn−1, cn).

• Un chemin pour lequelc0 = cn est appelé uncycle.

• Un graphe est ditconnexes’il existe un chemin entrea et b pour tout(a, b) ∈ V 2 tel quea
est différent deb.

• Le in-degŕe d’un sommeta dans un graphe est le nombre d’arêtes qui vont versa, i.e.,
|{b ∈ V | (b, a) ∈ E}|.

• Le out-degŕed’un sommeta est le nombre d’arêtes qui sortent dea, i.e.,|{b ∈ V | (a, b) ∈
E}|.

• Un voisind’un sommetx d’un graphe est un autre sommety tel quex et y sont liés (i.e.,
ont une arête en commun).

• Un graphe est ditnon-orient́esi E est symétrique.

Dans un graphe non-orienté, le degré d’un sommeta est le nombre de sommets adjacents à
a, i.e.,

deg(a) = |{b ∈ E | (a, b) ∈ E}|.

Exemple: G1 etG2 sont des graphes non-orientés.

G1:

v

w

connexe;
a un cycle de longueur 3.
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G2:
non-connexe;
sans cycles

On voit queG1 a 7 sommets et7 arêtes, et queG2 a 6 sommets et4 arêtes. DansG1 le
sommetv est de degré1, et le sommetw est de degré3.

3.3.1 Représenter des graphes

Comment peut-on représenter des graphes de manière efficace dans un ordinateur? Nous allons
étudier deux des plus importantes méthodes.

Représentation par une matrice d’adjacence

Considérons un grapheG = (V, E), oùV = {v1, . . . , vn}. La matrice d’adjacencedeG est une
matriceA = (aij)1≤i,j≤n, telle que pour touti et j nous avonsaij ∈ {0, 1}, définis comme suit:

aij :=

{
1, si (vi, vj) ∈ E
0, sinon.

La quantité de mémoire nécessaire estn2 bits pour des graphes orientés. Pour les graphes non-
orientés, nous avonsaij = aji, et donc la quantité de mémoire nécessaire est1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+1)

2
bits.

Exemple: Considérons le graphe orientéG, et sa matrice d’adjacenceA:

G =

v1

v2 v3

v4

A =





0 1 0 1
0 0 0 1
0 1 1 0
0 0 0 0





On voit que le nombre de1 dans la matrice d’adjacence est égal au nombre d’arêtes dans le
graphe.

Remarquons les faits suivants:

• le in-degré dev2 est2, et il y a2 fois la valeur1 dans la2èmecolonne deA.

• le out-degré dev2 est1, et il y a1 fois la valeur1 dans la2ème ligne deA.

• le in-degré dev3 est1.
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• le out-degré dev4 est0.

En effet, par définition deA le nombre de1 dans la colonne deA qui correspond au sommet
V est égal au in-degré deV , et le nombre de1 dans la ligne qui correspond àV est égal au
out-degré deV .

Avantages:

• Représentation simple.

• On a un accès efficace, i.e., tester si deux sommets sont liés peut être rapidement effectué.

Désavantages:

• Nécessite beaucoup de mémoire (O(n2)), indépendamment du nombre d’arêtes dans le
graphe.

• Statique. Ne permet pas facilement d’agrandir le graphe.

Représentation par des listes d’adjacence

Pour chaque sommetv ∈ V nous stockons une listeLv de sommets voisins dev. Par exemple,
en C++ ceci peut être fait comme suit:

typedef int vertices;

struct List {
vertices value;
List* next;

};
List graph[n];

Ainsi, le graphe est représenté comme un tableau (array) de listes d’adjacence. Il y a une liste
par sommetv du graphe dans laquelle sont stockés tous ses voisins.

Exemple: Le grapheG de l’exemple précédent peut être représenté par les4 listes suivantes:
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2

4

2

3

4

En effet, il y a deux arêtes qui partent dev1, l’une versv2 et l’autre versv4, et les éléments de la
première liste (qui correspond àv1) sont donc2 et4.

La deuxième liste correspond àv2 qui a le seul voisinv4. Donc4 est le seul élément de la
deuxième liste. Aucune arête ne part dev4, la quatrième liste est donc vide.

Remarquons finalement qu’on a4 listes car le graphe a4 sommets, et ces4 listes sont stockées
dans un array.

Avantages:

• Nécessite peu de mémoireO(|V |+ |E|).

• On peut dynamiquement adapter le nombre d’arêtes.

Désavantages:

• Mémoire utilisée en plus par les pointeurs.

• Peut seulement opérer sur la liste d’adjacence de manièreséquentielle (quoique ceci est
souvent suffisant).

En utilisant une liste d’adjacence au lieu d’un array il est aussi possible d’augmenter ou de
diminuer le nombre de sommets du graphe. Néanmoins, dans cecas il est impossible d’avoir un
accès aléatoire (random access) aux sommets.

3.3.2 Arbres

Les arbres sont l’une des plus importantes structures de données en informatique. Ils sont partic-
ulièrement utiles pour la représentation de donnéeshiérarchiquesqui apparaissent dans beaucoup
d’applications. Très souvent, les arbres forment la base de solutions algorithmiques efficaces de
problèmes.

Exemples:
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• Arbres de décision

• Arbres de syntaxe

• Arbres de code

• Arbres de recherche

• Arbres couvrants (spanning trees)

• Arbres binaires

• Arbres AVL

• Arbres bicolores

Définition. Un arbreest un graphe qui est connexe et sans cycles.

Nous considérons surtout lesarbres avec racine(rooted trees), c’est-à-dire un arbre avec un
sommet fixé appelé saracine(root).

On a:

• Il existe pour toutv ∈ V exactement un chemin sans répétitions de la racinev0 à v.
(Preuve?)

• Si le chemin la racine àv est de longueurr, nous disons quev aprofondeurr.

• Par définition, la racine est l’unique sommet de profondeur0.

• La notion de profondeur induit une structure hiérarchiquesur l’arbre. Six est un sommet
de profondeurr ety1, . . . , yd sont ses voisins de profondeurr + 1, alors on les appelle les
fils (children) dex, et x s’appelle lepère (parent) desy1, . . . , yd. L’entier d s’appelle le
degŕedex et est notédeg(x) (donc le degré dex est le nombre de fils dex).

• Un sommet de degré0 est appelé unefeuille

• Un sommet de degré> 0 est appelé unsommet int́erieur.

• Le maximummaxv∈V deg(v) s’appelle ledegŕede l’arbre.

• La hauteurd’un arbre est la plus grande profondeur dans l’arbre.

• Pour nous, unnœudest la même chose qu’un sommet.
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• Si T est un arbre etx un sommet deT , alors lesous-arbrede racinex est l’arbre formé de
tous les déscendants dex avec les mêmes arêtes.

Bien que nous avons défini un arbre comme un type particulierde graphe (connexe et sans
cycles), les définitions ci-dessus ne sont pas les mêmes que celles pour un graphe (par exemple le
définition de degré). Il est donc important quand on regarde des arbres avec racine de s’habituer
à ces définitions.

Exemple: Considérons l’arbre avec racineT ci-dessous:

x

y1 y2 y3

v

racine

sommets intérieurs

Feuilles

On a les faits suivants:

• T a hauteur4

• x a profondeur1

• y1, y2 ety3 ont tous profondeur2

• v a profondeur1

• x a degré3

• y1 ety3 ont degré0, ce sont donc des feuilles

• y2 et v ont degré2

• x est le père dey1, y2 ety3

• y1, y2 ety3 sont les fils dex

• x et v sont les fils de la racine
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• La racine est le père dex et v

• le degré deT est3

• La partie grisée est un sous-arbre deT de racinev. Appelons ce sous-arbreB.

• B a hauteur2

• B a degré3

En considérant chaque fils de la racine comme racine d’un autre arbre avec racine, nous
pouvons donner une définitionrécursived’un arbre avec racine:

Définition. (Arbre avec racine)

1. L’arbre vide (sans sommets) est un arbre avec racine.

2. Sid ≥ 0, T1, . . . , Td sont des arbres avec racine, etx est un nouveau sommet, alorsT est
un arbre avec racinex.

T :=

x

T1 T2 Td

Remarque: Avec la définition ci-dessus, la notion d’arbre avec racinea été étendue et inclut
maintenaut aussi les arbres vides et les sous-arbres vides.

D’habitude, l’ordre des sous-arbres d’un arbre avec racinen’est pas important. Si l’ordre est
important, on dit que l’arbre estordonńe. Par exemple, les deux arbres suivants

a b b a

ne sont pas distincts si considérés comme des arbres non-ordonnés, mais il le sont en tant
qu’arbres ordonnés.
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3.3.3 Représentation d’arbres

Un arbre est un type particulier de graphe. On peut appliquerles mêmes techniques pour
représenter des arbres que celles pour représenter des graphes.

Cependant la représentation par matrice d’adjacence est très inefficace: l’arbre surn sommets
a seulementn−1 arêtes, mais la matrice d’adjacence utiliseO(n2) bits. De plus, une ligne entière
de la matrice doit être parcourue pour trouver les fils d’un sommet.

Les listes d’adjacence sont mieux adaptés pour représenter des arbres. Néanmoins, avec cette
représentation, il est difficile de trouver le père d’un sommet donné, parce que ceci nous oblige
a parcourir toutes les listes d’adjacence.

Dans cette partie, nous étudierons d’autres possibilités pour représenter les arbres.

Nous supposerons que l’arbre en question est de degréd (pour und petit). C’est souvent vrai
en pratique. Par exemple, pour les arbres binaires on ad = 2.

Structures de Pointeurs

Comme les listes, les arbres peuvent aussi être représentés en munissant chaque sommet avec
des pointeurs sur les voisins: chaque sommet est une structure (record, struct) qui, en plus des
données stockées au sommet, contient aussi des pointeursvers le père et tous les fils. Si l’arbre
est de degré≤ d, alors cette représentation peut être réalisée en C++ comme suit:

struct node {
int val;
node* parent;
node* child[d];

};
typedef node* tree;

Avec cette représentation, un arbre avec racine est donnépar un pointeur vers sa racine.

Exemple: Un arbre binaire
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1

2 3

4 5 6

(Il est important d’avoir une liste doublement liée pour être capable d’accéder aux pères
directement.)

Avantages:

• Représentation simple

• Stockage dynamique

• Insertion, effacement, déplacement de sommets ou même desous-arbres est très efficace.

Désavantages:

• Nécessite plus de mémoire pour les pointeurs.

Arbres comme tableaux (arrays)

Pour chaque sommet, on stocke les données et les indices desfils/pères dans un tableau (array).
Cette méthode est raisonnable seulement si le nombre de sommets de l’arbre n’excède pas un
maximum prédéterminé. Une telle représentation peut ˆetre implémenté en C++ de la manière
suivante:
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typedef int tree;

struct node {
int val;
tree left;
tree right;

};
node table[MaxNodes+1];

Une valeur d’indice de−1 correspond à un arbre vide. Ainsi, l’arbre est donné par untableau,
et l’indice de sa racine se trouve dans le tableau.

Avantages:

• Accès rapide

• Pas de pointeurs

• Il est possible d’écrouler l’arbre

Désavantages:

• Nombre fixe de sommets (structure statique)

• Les opérations au milieu de l’arbre (telles que insertion et effacement) sont plus élaborées
que pour le cas d’arbre basé sur les pointeurs.

Exemple: Arbre d’expression

Considérons l’expression
(−(a · (a + b))) + (a + b).

On peut la représenter avec un arbre binaire de la manière suivante:
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B :

+

−

∗

a +

a b

+

a b

0

1 2

3 4 5

6 7

8 9

Dans cet arbre la racine correspond à l’indice0. L’arbre peut être réalisé par ce tableau
(array):

i val gauche droite
0 + 1 2
1 − −1 3
2 + 4 5
3 ∗ 6 7
4 a −1 −1
5 b −1 −1
6 a −1 −1
7 + 8 9
8 a −1 −1
9 b −1 −1

Par exemple, la première ligne du tableau nous dit que la racine (le sommet d’indice0) a la
valeur+, et que ses deux fils ont les indices1 (gauche) et2 (droite). Donc si on veut voir le fils
gauche du sommet on regarde la deuxième ligne du tableau (puisque ce sommet a l’indice1) et
on voit que sa valeur est− et que ses fils sont l’arbre vide (qui correspond à l’indice−1) et le
sommet d’indice3.

Représentation implicite d’arbres

Les sommets sont stockés dans un array, les arêtes s’obtiennent de manière implicite par la
position des sommets dans l’array. Supposons que l’arbre est de degréd ≥ 2: La racine se
trouve enA[0]. Si x est stocké dansA[i], alors les enfantsy1, . . . , yd de x sont stockés dans
A[di + 1], A[di + 2], . . . , A[di + d].

Avantage: Pas de pointeurs. Utilise peu de mémoire.

Désavantage: La mémoire est gaspillée si l’arbre est penché (i.e., ily a des sommets avec des
sous-arbres de tailles différentes). De plus, les opérations au milieu de l’arbre sont compliquées.
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Exemple:

0

1

5

13

29

61

2

6

14

30

Nous avons besoin d’un array avec62 positions pour pouvoir représenter un arbre non-
équilibré avec seulement10 sommets.

3.3.4 Parcourir des arbres

Une fois les données stockées dans un arbre, nous aimerions pouvoir l’inspecter pour trouver des
sommets avec des propriétés données ou pour appliquer une opération à tous les sommets. Pour
ce faire, il est nécessaire d’avoir des méthodes systématiques pour parcourir l’arbre.

Nous considérons ici le cas des arbres binaires ordonnés.Il y a trois méthodes de parcours:

• La méthodepreorderconsiste à d’abord parcourir la racine, ensuite le sous-arbre de gauche,
et finalement le sous-arbre de droite. (Cette définition, comme les deux suivantes, est
récursive: Nous supposons que les sous-arbres gauche et droite sont aussi parcourus en
preorder.)

• Le parcoursinorder parcourt d’abord le sous-arbre de gauche, ensuite la racineet enfin le
sous-arbre de droite.

• Parcourir l’arbre enpostorderveut dire de d’abord parcourir le sous-arbre de gauche, puis
le sous-arbre de droite, et finalement la racine.

Exemple: Les nombres dans les arbres ci-dessous donnent les ordres deparcours

1

2

3

4 5

6

7 8

9 10

11

12 13

10

4

3

1 3

6

5 8

7 9

12

11 13

13

9

3

1 2

8

4 7

5 6

12

10 11

preorder inorder postorder
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Exemple: Nous représentons ici un arbre par un pointeur sur unstruct qui contient comme
attributs un pointeurleft et un pointeurright sur les sous-arbres de gauche et de droite
respectivement. Un pointeurNULL représente un arbre vide.

L’algorithme récursif 17 effectue un parcours preorder. Dans cet exemple, inspect(t) effectue

Algorithme 17 preorder(t)
Input: Un pointeurt sur la racine a parcourir.

if t 6= NULL then
inspect(t)
preorder(left[t])
preorder(right[t])

end if

l’opération désirée sur le sommett.

3.3.5 Résumé de la section 3.3

• Nous avons vu qu’un graphe etait une paire(V, E) où V est un ensemble de sommets et
E ⊆ V ×V est une relation sur ces sommets. Nous avons vu les notions dechemin, cycle,
connexité, in-degré, out-degré, graphe orienté, graphe non orienté.

• Nous avons vu deux façons de représenter un graphe sur un ordinateur:

– Par une matrice d’adjacence

– Par une liste d’adjacence

• Nous avons étudié le concept d’arbre avec racine, et les notions de profondeur, hauteur,
degré (notion différente que celle d’un graphe en général), fils, père, feuille.

• Nous avons vu la définition de l’indice d’un sommet dans un arbre avec racine.

• Nous avons vu plusieurs façons de représenter un arbre surun ordinateur:

– Par une structure de pointeurs

– Sous forme de tableau

– De façon implicite

• Nous avons vu trois méthodes pour parcourir un arbre binaire: preorder, inorder et pos-
torder.
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3.4 STRUCTURES DE DONNÉES POUR DES ALGORITHMES
DE RECHERCHE

Le problème que nous traiterons dans cette section consiste à trouver les éléments dans une base
de données qui satisfont un certain critère (appelé le critère de recherche). Par exemple, la base
de données pourrait être un dictionnaire, dans lequel nous voulons trouver la définitinon d’un
mot. Il pourrait aussi s’agir d’un bottin, où nous voulons trouver le numéro de téléphone de
quelqu’un (dont nous connaissons le nom). D’autres exemples:

• Une table de symboles (d’un compilateur).Étant donné le nom d’une variable, trouver les
données correspondantes.

• Numéros de compte

• Données personnelles

Nous supposerons que l’information est déterminée de fac¸on unique par une clék. Pour
l’exemple du bottin, la clé est le nom de la personne, et toutes les personnes auront, pour nous,
des noms distincts.

Il y a deux différents types d’algorithmes de recherche. Lesalgorithmes de recherche interne
travaillent sur une base de données qui est en mémoire (RAM) et accessible. Lesalgorithmes de
recherche externeopèrent sur une base de données dont une partie des données se trouve sur un
média secondaire.

Par exemple, la méthode de la recherche binaire, comme nousl’avons vu au chapitre 0 est
un exemple typique d’un algorithme de recherche interne. Unautre exemple important est la
recherche avec les arbres binaires que nous étudierons dans cette section plus en détail.

Un algorithme de recherche externe typique est la rechercheen utilisant les arbres B (B-trees),
mais ces arbres ne seront pas étudiés dans ce cours.

3.4.1 Arbres binaires de recherche

On peut stocker des données dans un arbre binaire en associant à chaque sommet une entrée de
la base de données. Il est alors possible de retrouver une entrée arbitraire en faisant un parcours
de l’arbre et en inspectant chaque sommet. Mais cette manière de procéder estO(n) et donc très
lente, et en effet l’intérêt des arbres est qu’on peut utiliser leur structure d’arbre si les entrées
sont stockés de manière ordonnée.

Arbres de recherche

Définition. Un arbre binaire de rechercheest un arbre ordonné binaireB muni d’une indexation
des sommetsS : V → M , oùM est un ensemble ordonné de clés (e.g.,M = N0) tel que pour
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toutk ∈ V , on a

S(k) > S(ℓ) si ℓ ∈ sous-arbre gauche dek

S(k) < S(r) si r ∈ sous-arbre droit dek.

S(k)
< >

Exemple: L’arbre suivant est un arbre binaire de recherche.

7

5

3 6

8

96

Les opérations que nous aimerions pouvoir effectuer rapidement dans un arbre de recherche
sont:

• Search(x): Trouver la cléx ou montrer quex ne se trouve pas dans la base de données.

• Insert(x): Insérerx dans l’arbre de recherche s’il n’existe pas encore.

• Delete(x): Effacerx de l’arbre de recherche six est un membre.

Sur un arbre binaire de recherche, ces algorithmes peuvent ˆetre réalisés comme suit:

Recherche (Search): La recherche est une procédure récursive très simple.

• S’il s’agit de l’arbre vide, la recherche échoue (x ne se trouve pas dans l’arbre)

• Sinon on comparex avec la clér de la racine:

– Si x = r, on a fini; on a trouvé le sommetr cherché.

– Si x < r, on cherche pourx dans le sous-arbre de gauche.

– Si x > r, on cherche dans le sous-arbre droite.

70



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Par exemple, pour chercher la clé6 dans l’arbre exemple ci-dessus, on commence à la racine
et on visite, un après l’autre, les sommets comme indiqué par la flèche:

7

5

3 6

8

96

Insertion (Insert): On commence en faisant une recherche dex. Si on trouvex alors qu’il
est déjà dans l’arbre et on ne doit donc plus rien faire. Si on ne le trouve pas (i.e. la recherche
echoue), l’algorithme se terminera sur une feuille. Appelonsb la clé de cette feuille.

• Si x < b, on ajoute un sommet gauche de cette feuille, et on le munit dela cléx.

• Sinon, on ajoute un sommet droite à cette feuille, et on le munit de la cléx.

Exemple d’insertion: On insère3, 1, 4, 7, 6, 2, 5 dans un arbre initialement vide.

3

3

1

3

1 4

3

1 4

7

3

1 4

7

6

3

1

2

4

7

6

3

1

2

4

7

6

5

Effacement (Delete): On commence comme pourSearch(x). Si la recherche échoue,x ne
se trouve pas dans l’arbre et nous n’avons donc plus rien à faire. Six se trouve dans l’arbre, nous
déterminons ainsi sa position.

Nous aimerions enleverx sans perdre la propriété de l’arbre de recherche.

C’est facile six est une feuille ou six n’a qu’un seul fils, il suffit dans ce cas d’effacer le
sommet correspondant, et de mettre l’unique fils à sa place (ou l’arbre vide s’il en a pas).

Illustration :

71



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

a

x

y  

a

y

a

x

y  

a

y

Dans le cas général, six a deux fils, effacer est plus difficile.́Ecrivonsℓ la racine du sous-
arbre gauche dex et r la racine du sous-arbre droite.

Soity le sommet qu’on trouve en commençant enℓ et en passant toujours au sous-arbre droite
jusqu’à ce qu’il n’y en a plus.

x

ℓ r

y
r′

Alors, commey se trouve dans le sous-arbre gauche dex, nous avonsy < x. D’autre part,y
est le plus grand élément du sous-arbre gauche dex (pourquoi ?). Ayant trouvéy, nous pouvons
effacerx comme suit:

Delete(x): Remplacerx pary, et remplacery par son sous arbre de gauche.

En procédant de cette manière la propriété de l’arbre derecherche est préservée, commeℓ < y <
r′ pour n’importe quel sommetr′ du sous-arbre de droite.

Analyse du temps de parcours. Les temps de parcours des opérations considérées ci-dessus
dépendent de la forme de l’arbre de recherche et de la position du sommet en question.

Dans le pire des cas, les temps de parcours sont proportionnels à lahauteurde l’arbre. La
hauteur d’un arbre binaire avecN sommets est entre⌊log2(N)⌋ et N − 1. Donc, le coût des
opérations estO(N) dans le pire des cas.
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En ce sens, les arbres de recherche sont très similaires à des structures de données beaucoup
plus simples telles que par exemple un tableau avec la recherche séquentielle: cette dernière
structure permet aussi d’effectuer toutes ces opérationsenO(N).

N’aurions-nous donc rien gagné par rapport à des structures de données bien plus simples
(telles qu’une liste liée avec recherche séquentielle)?La réponse est qu’en pratique on ne
s’intéresse pas seulement au comportement dans le pire descas, mais aussi au comportement
en moyenne. Nous verrons maintenant qu’en moyenne, les arbres de recherche se comportent en
fait bien mieux que par exemple une liste liée pour ces opérations.

De quoi devrions-nous prendre la moyenne?

Analyse de l’arbre aléatoire. Nous supposons que lesN ! façons d’ordonnerN clés ont toutes la
même probabilité et nous considérons l’arbre de recherche obtenu en insérant les clés1, 2, . . . , N
dans un ordre aléatoire dans un arbre vide. Nous prenons donc la moyenne sur tous lesN ! arbres
de recherche correspondant aux ordres possibles des clés.

Par exemple, siπ est la permutation
(
123
312

)
, l’arbre de recherche correspondant est

3

1

2

=: B(π).

Soit B = (V, E) un arbre de recherche de sommetsv1, . . . , vN et de clés correspondantes
1, 2, . . . , N . Nous définissons

AB =
N∑

k=1

#Recherches pour trouverk

=

N∑

k=1

(profondeur(vk) + 1).

Soit SN l’ensemble de toutes les permutations surN sommets, et pourπ ∈ SN soit B(π)
l’arbre de recherche correspondant. Alors

EN :=
1

N !

∑

π∈SN

AB(π)

est la moyenne du nombre total de recherches dans un arbre al´eatoire de recherche. Est-il possible
de trouver une formule plus explicite pourEN?

PourE0, E1, nous avons

E0 = 0

E1 = 1.

Nous aimerions trouver une formule inductive pourEN . L’illustration d’un arbre binaire de
racinek suivante nous donne une idée:
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k

L R

Notons pour le momentEN,k la moyenne du nombre total de recherches dans un arbre de
recherche de racinek. Nous avons

EN,k = N + Ek−1 + EN−k,

et donc, comme tout sommetk ∈ {1, . . . , N} a même probabilité d’être racine d’un arbre
aléatoire de recherche àN sommets,

EN =
1

N

(
N∑

k=1

N + Ek−1 + EN−k

)

= N +
1

N

(
N−1∑

k=0

Ek

)
+

1

N

(
N−1∑

k=0

Ek

)

= N +
2

N

N−1∑

k=1

Ek

PourN + 1, la formule ci-dessus se réécrit

EN+1 = (N + 1) +
2

N + 1

N∑

k=1

Ek.

Donc

(N + 1)EN+1 = (N + 1)2 + 2

N∑

k=1

Ek

NEN = N2 + 2
N−1∑

k=1

Ek

=⇒ (N + 1)EN+1 −NEN = 2N + 1 + 2EN

Cette dernière équation nous donne la formule récursivesuivante:

E0 = 0

E1 = 1

EN+1 =
N + 2

N + 1
EN +

2N + 1

N + 1
.
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Écrivons

HN := 1 +
1

2
+

1

3
+ . . . +

1

N

le N èmenombre harmonique. Nous avons alors

EN = 2 · (N + 1) ·HN − 3N.

Or, pourHN nous disposons de l’approximation suivante:

HN = ln N + γ +
1

2N
+ O

(
1

N2

)

(oùγ = 0.5772 . . . est laconstante d’Euler). Ceci nous donne pourEN :

EN = 2N ln N − (3− 2γ)N + 2 lnN + 1 + 2γ + O

(
1

N2

)
.

Enfin donc,
EN

N
≈ 1.386 . . . · log2 N − (3− 2γ) +

2 lnN

N
+ . . .

est le nombre moyen de recherches pour un sommet aléatoire dans un arbre binaire de recherche
avecN sommets. Ceci prouve le théorème suivant:

Théorème 3.1Dans un arbre de recherche choisi aléatoirement, l’insertion et l’effacement peu-
ventêtre effectúes en moyenne avecO(log2(N)) opérations.

Nous insistons sur le fait que le théorème ci-dessus ne nous donne que le comportement
d’arbres de rechercheen moyenne. Dans le pire des cas, les temps de parcours peuvent être
O(N), ce qui est beaucoup plus grand.

Pour un arbre complet binaire (le meilleur cas), la moyenne correspondante est égale à
N+1

N
log2(N + 1) − 1. (Sans preuve.) SiN est grand, nous avonsN+1

N
≈ 1 < 1.39, et donc

l’opération de recherche prend en moyenne40% de temps en plus dans un arbre aléatoire que
dans un arbre complet.

3.4.2 Arbres bicolores

Bien qu’on puisseen moyennefaire des recherches dans un arbre binaire de façon rapide,ils se
comportent très mal dans lepire des cas. En effet le temps de parcours d’une recherche dépend
de la hauteur de l’arbre, qui seraO(N) dans le pire des cas. Le problème est que si les éléments
sont insérés dans un certain ordre (par exemple de façon croissante), la hauteur de l’abre grandit
très vite.

75



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Intuitivement, les arbres bicolores sont des arbres binaires de recherche dont la hauteur n’est
pas trop grande, pour lesquels on peut ajouter et enlever deséléments en maintenant cette pro-
priété.

Définition. Un arbre bicolore(red-black tree) est un arbre binaire de recherche dans lequel
chaque sommet est attribué une couleur, soit rouge ou soit noir. De plus les conditions suivantes
doivent être vérifiées:

1. La racine est noire.

2. Les fils d’un sommet rouge sont noirs.

3. Tout chemin d’un sommet à une de ses feuilles contient le même nombre de sommets noirs.

Remarquons que la deuxième condition est équivalente à dire que le père d’un sommet rouge
est toujours noir.

Proposition 3 Dans un arbre bicolore, le sommet le plus profond est au plus deux fois plus
profond que le sommet le moins profond.

Preuve: Puisque les fils d’un sommet rouge sont tous noirs (condition2 dans la définition d’un
arbre bicolore), un chemin de la racine à une feuille ne peutpas contenir deux sommets rouges
de suite. Si un tel chemin contientm sommets noirs, il contiendra donc au plus2m sommets au
total (en alternant la couleur des sommets le long du chemin).

Nous avons de plus (condition 3) que tous les chemins de la racine à une feuille contiennent le
même nombre de sommets noirs. Si nous appelonsm ce nombre, nous voyons qu’un tel chemin
contiendra au total au moinsm et au plus2m sommets. Puisque la profondeur d’un sommet est
la longueur du chemin de la racine à ce sommet, le résultat suit immédiatement. �

Cette propriété garantit que la hauteur d’un arbre bicolore n’est pas trop grande.

Insertion

Nous commencer par ajouter le sommet de la même façon que dans un arbre binaire normal,
et le colorons en rouge. Soientx le sommet ajouté, soity sont père, soitz sont grand-père, et soit
u sont oncle.

• Cas 1:x est la racine. Nous coloronsx en noir.

• Cas 2:y est noir. Nous ne faisons rien.

• Cas 3:y est rouge, etu est rouge. Nous coloronsy etu en noir.
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• Cas 4: y est rouge,u est noir, etx est le fils de droite dey. Nous faisons unerotation à
gauche.

• Cas 5: y est rouge,u est noir, etx est le fils de gauche dey. Nous faisons unerotation à
droite.

Nous devons à présent vérifier que dans chaque cas, les 3 propriétés de la définition ci-dessus
restent vraient après l’insertion. Il est clair que la propriété 1 restera vraie. Nous regardons à
présent les deux propriétés restantes:

• Cas 1: L’arbre n’a qu’un seul sommet noir, toutes les propriétéssont donc vérifiées.

• Cas 2: Nous avons ajouté un sommet dont le père est noir, la propriété 2 reste donc vraie.
De plus, le chemin d’un sommet quelconquet versx aura le même nombre de sommets
noirs que le chemin det versy, la propriété 3 est donc toujours vérifiée.

• Cas 3:

• Cas 4:

• Cas 5:

Effacement

• Cas 1:x est la racine. Nous ne faisons rien

• Cas 2: z est rouge. Nous coloronsz en noir,y en rouge puis faison une roation à gauche
eny.

• Cas 3:

• Cas 4:

• Cas 5:

3.4.3 Arbres AVL

Les arbres de recherche binaires se comportent très mal dans le pire des cas, parce qu’ils peuvent
être très penchés.

Un arbre binaire est dit́equilibré (balanced), ou appeléarbre AVL(d’après Adelson, Velskij
et Landis), si pour tout sommetk les hauteurs des sous-arbres gauches et droits diffèrent par au
plus1.
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Définition. Soit T un arbre binaire avec racine. Soitvk un sommet deT . Le facteur d’́equilibre
(balance factor) devk est défini comme suit:

bal(vk) = (hauteur du sous arbre de gauche)− (hauteur du sous arbre de droite),

où nous supposons qu’un sous arbre vide a hauteur−1.

Définition. Un arbre AVL est un arbre binaire avec racine dans lequel le facteur d’équilibre de
chaque sommets vaut−1, 0, ou1.

Exemple: Le graphique suivant représente un arbre AVL dans lequel les sommets sont indexés
par leurs facteurs d’équilibre respectifs.

1

1

−1 0

0

−1

0

La propriété principale d’un arbre AVL est que sa hauteur ne peut croı̂tre que logarithmique-
ment avec le nombre de sommets. Un arbre AVL avecN sommets permet donc de chercher,
d’insérer et d’effacer enO(logN) opérations dans le pire des cas.

Théorème 3.2La hauteur d’un arbre AVL avecn sommets v́erifie l’inégalit́e suivante:

h < 1.4404 log2(n) + 0.672.

Preuve.Remarquons d’abord que les sous-arbres d’arbres AVL sont eux-mêmes des arbres AVL.
Quel est le nombre minimal de sommets dans un arbre AVL de hauteurh?

78



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Pourh = 1, 2 nous avons:

h = 1: 2

h = 2: 4

En général, il y a trois cas:bal(racine) = −1, 0, 1.

h h

bal=0

h
h + 1

h + 1
h

bal=+1

h + 2

h + 1
h

bal=−1

h + 2

Le nombre minimumAh de sommets dans un arbre AVL de hauteurh vérifie

Ah+1 = 1 + min (2Ah, Ah + Ah−1)

= 1 + Ah + Ah−1.

Nous prouvons par induction que

Ah >
1 +
√

5

2
√

5

(
1 +
√

5

2

)h

. (3.2)

[Base] Pourh = 1, on aAh = 2 > (1+
√

5)2

4
√

5
.

[Pas] Posonsc := 1+
√

5
2
√

5
.

Ah+1 = 1 + Ah + Ah−1

> 1 +
1 +
√

5

2
√

5

(
1 +
√

5

2

)h

+
1 +
√

5

2
√

5

(
1 +
√

5

2

)h−1

= 1 + c

(
1 +
√

5

2

)h(
1 +

2

1 +
√

5

)

= 1 + c

(
1 +
√

5

2

)h
3 +
√

5

1 +
√

5

> c

(
1 +
√

5

2

)h+1

.
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Donc par induction (3.2) est vraie.

Si on poseb = 1+
√

5
2

, on sait à présent (par (3.2)) qu’un arbre AVL de hauteurh doit avoir au
moinsc · bh sommets. Supposons maintenant que nous avons un arbre AVL avecn sommets, et
soith sa hauteur, par la phrase précédente on doit avoir

c · bh < n ⇐⇒ bh < n
c

⇐⇒ h · log(b) < log(n)− log(c)

⇐⇒ h < log(n)
log(b)

− log(c)
log(b)

=⇒ h < 1.4404 log2(n) + 0.672

�

Ce théorème nous dit que la hauteur d’un arbre AVL avecN sommets estO(log(N)).
L’opérationSearch coûte doncO(log(N)), même dans le pire des cas. Cependant, avec les
méthodes d’insertion et d’effacement que nous avons vues pour les arbres binaires de recherche,
si nous ajoutons ou effaçons un élément d’un arbre AVL il ne sera plus nécessairement AVL.

Si nous pouvions insérer et effacer des sommets d’un arbre AVL avecN sommets en temps
O(log(N)) en maintenant la condition AVL, alors nous aurions une structure de données qui
permettrait d’effectuer les opérations d’insertion, d’effacement et de recherche enO(log(N)),
dans le pire des cas. De telles méthodes d’insertion et d’effacement existent, elles sont décrites
ci-dessous:

Insertion: On commence par insérer le sommet de la même manière que dans un arbre de
recherche binaire. Ensuite, l’algorithme remonte du sommet inséré jusqu’à la racine en vérifiant
l’équilibre à chaque sommet du chemin. Si un sommet non-équilibré est rencontré (i.e., tel que
le facteur d’équilibre est égal à +2 ou -2), alors unerotation est effectuée. Le type de rotation à
effectuer dépend de la position du sommet inséré par rapport au sommet non-équilibré.

Toutes les configurations possibles peuvent se classer en4 cas, pour chacun desquels il existe
une rotation qui rééquilibre le sommet. Les4 rotations sont appeléesRL, LR, RR etLL:
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Rotation RL:

Rotation LR:

Rotation RR:

Rotation LL:
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Exemple: Voici une illustration de la procédure de rééquilibrage. Le sommet bleu (“new node”)
vient d’être ajouté, et l’arbre n’est donc plus AVL. Il faut effectuer une rotation pour le rééquilibrer.

−2

0

0 0

−2

0 +1

−1

0

0

New node

Nous suivons le chemin du sommet ajouté à la racine jusqu’au prochain sommet non-équilibré
(dans l’exemple le sommet rouge, qui a comme facteur d’équilibre−2). Ce sommet subira une
rotation RL:

−1

0

0 0

0

+1 0

00 0

Effacement: L’algorithme d’effacement est un peu plus compliqué. On commence par effacer
le sommet comme dans un arbre binaire de recherche arbitraire (c’est-à-dire non AVL). Comme
pour l’insertion, l’arbre doit ensuite être rééquilibré en utilisant des rotations. Nous illustrons
cette procédure à l’aide d’un exemple.

Exemple: Dans l’arbre ci dessous supposons que nous voulons effacerle sommet dont la clé vaut
26 (que nous appelons simplement le sommet26). L’algorithme d’effacement que nous avons
déjà vu (pour les arbres non AVL) enlève le sommet26 et le remplace par le sommet23:

26

19

17

11

23

39

30

27 37

42
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Nous voyons ensuite que l’arbre n’est plus équilibré (il n’est plus AVL), puisque le facteur
d’équilibre du sommet19 vaut+2.

23

19

17

11

39

30

27 37

42

Rotation LL

On voit maintenant, en regardant les diagrames ci-dessus que cette configuration peut être
rééquilibrée avec une rotationLL:

23

17

11 19

39

30

27 37

42

Quelques remarques:

• Contrairement au cas d’insertion, il est possible que plusieurs rotations soient nécessaires
pour le rééquilibrage après un effacement.

• Le coût des opérations d’insertion et d’effacement estO(log(N)), oùN est le nombre total
de sommets. Nous ne prouverons pas ce résultat.

• Remarquons pour terminer qu’une implémentation efficace d’un arbre AVL nécessite qu’on
stocke quelque chose de plus dans chaque sommet, à savoir lefacteur d’équilibre: On ne
peut pas se permettre de le recalculer à chaque fois qu’on v´erifie l’équilibre.

3.5 LE HACHAGE (HASHING)

Nous avons vu des méthodes pour stocker des données permettant une implémentation efficace
des operations de recherche, d’insertion et d’effacement.Dans ces méthodes, chaque élément
est identifié par une clé unique. Cependant, seul un petit sous-ensembleK de l’ensembleK de
toutes les clés possibles n’est utilisé à un moment donn´e.
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Les méthodes vues jusqu’à présent procèdent en comparant les clés des éléments. Par contre,
lesméthodes de hachage(hash methods) tentent de trouver un élément en calculant sa position
à partir de sa clék. Les éléments sont stockés dans un tableau (array) linéaire avec des indices
0, 1, . . . , m− 1, qu’on appelle latable de hachage(hash table).

Définition. La fonction de hachage(hash function) est une application

h : K→ {0, 1, . . . , m− 1},

qui fait correspondre à chaque clék un indiceh(k), appelé l’adresse de hachage(hash address).

Donc pour savoir où stocker un élément avec clék dans la table de hachage, il suffit de
calculerh(k) qui nous donnera l’indice du tableau où mettre notre élément. De même pour
rechercher un élément on calcule son adresse de hachageh(k) puis on regarde la position corre-
spondante dans la table de hachage.

Cependant,m est en général beaucoup plus petit queK. La fonction de hachage n’est donc en
général pas injective, c’est-à-dire que plusieurs clés peuvent avoir la même adresse de hachage.

Définition. Soith une fonction de hachage, et soientk, k′ ∈ K. Si

k 6= k′ eth(k) = h(k′).

alors on dit qu’on a unecollision d’adresse(address collision), et k et k′ sont appelés dessyn-
onymes.

Une bonne méthode de hachage doit avoir les propriétés suivantes:

• Elle doit donner aussi peu de collisions d’adresse que possible

• Les collisions doivent être résolues de manière efficace

• Il doit être possible de calculer l’indice de hachageh(k) d’une clé de manière efficace.

Même les meilleures fonctions de hachage ne peuvent pas éviter les collisions. Les méthodes
de hachage sont donc très inefficaces pour l’insertion et l’effacement dans le pire des cas. Cepen-
dant elles sonten moyennebeaucoup meilleures que les méthodes qui utilisent des comparaisons
de clés. Par exemple, le temps de recherche en utilisant le hachage est indépendant du nombre
d’éléments stockés.

Les méthodes de hachage doivent plutôt être utilisées quand les insertions sont toutes faites
initialement, et que les opérations sont ensuite presque exclusivement des recherches, et sans que
des éléments ne soient effacés.
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Les méthodes de hachage introduites dans ce cours sont seulementsemi-dynamiques, puisque
les tables de hachage sont fixées au début.

Nous nous intéressons aux temps de parcoursmoyensdes opérations de recherche, d’insertion
et d’effacement, puisque les temps de parcours dans les pires des cas sont très mauvais.

Définition. Pour mesurer la performance d’une méthode de hachage on définit:

Cn = Espérance du nombre d’entrées visitées dans une table de hachage lors d’une
rechercheréussie

C ′n = Espérance du nombre d’entrées visitées dans une table de hachage lors d’une
recherche quíechoue

Nous indiquerons toujours les distributions de probabilité qui nous intéressent.

Une bonne fonction de hachage doit avoir les propriétés suivantes:

• Elle doit être calculable de manière efficace,

• Elle doit distribuer les éléments de manière uniforme, même si les clés ne le sont pas (par
exemple des noms de variables dans un programme)

Même dans le meilleur des cas il est impossible d’éviter les collisions.

Birthday Lemma. Si q & 1.78
√
|M |, alors la probabilité qu’une fonction aléatoire uniforme

f : {1, 2, . . . , q} → M

soit injective est inférieure à1/2.

Corollaire. Si plus de23 personnes sont dans une pièce, alors la probabilité qu’aumoins deux
d’entre elles aient le même anniversaire est supérieure `a1/2.

Preuve du Birthday Lemma: On posem = |M |. La probabilité que la fonction soit injective
est

m·(m−1)···(m−q+1)
m·m···m =

(
1− 1

m

)
· · ·
(
1− q−1

m

)

< e−
q(q−1)

2m

Si q ≥ 1+
√

1+8 ln(2)

2
· √m, on a

e−
q(q−1)

2m <
1

2
.
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Remarquons que
1+
√

1+8 ln(2)

2
∼ 1.78.

Nous supposons à partir de maintenant que l’ensembleK de toutes les clés possibles est un
sous-ensemble deN. Si les clés nous sont données, par exemple sous la forme d’une liste de
caractères (comme le nom d’une variable en C), nous pouvonsinterpréter les codes ASCII des
caractères comme des entiers positifs et ainsi faire correspondre à chaque liste de caractères un
entier.

La méthode de division avec reste

Dans cette méthode on choisit une valeurm qui sera la taille de la table de hachage. On
définit la fonction de hachagef : K→ {0, 1, . . . , m− 1} comme suit:

h(k) := k mod m.

On a donc bienh(k) ∈ {0, 1, . . . , m− 1}.

Le choix dem est crucial. Par exemple, sim est pair, alors le bit le moins signifiant dek et
h(k) est le même (est en collision). On aura donc plus de collisions pour les éléments qui ont le
même bit le moins signifiant. Avec le même raisonnement, onvoit quem ne doit pas être une
puissance de2 puisque dans ce cas les éléments avec les mêmes bits les moins signifiants seraient
en collision. Plus concrètement, si on choisissaitm = 2ℓ, alors lesℓ bits les moins signifiants de
k et deh(k) seront les mêmes.

On choisit d’habitude pourm une puissance d’un nombre premier qui ne s’exprime pas sous
la forme2ℓ ± j pour un certainℓ et un certainj petit.

La méthode multiplicative

La clé est multipliée par un nombre irrationelθ, puis on regarde la partie fractionnaire (après
la virgule) du résultat.

On obtient ainsi des résultats différents pour différentes valeurs entre0 et1:

Si kθ − ⌊kθ⌋ = ℓθ − ⌊ℓθ⌋, alors(k − l)θ ∈ Z. Et puisqueθ est irrationel, on ak − ℓ = 0.

Le Théorème suivant (deVera Tuŕan Śos) montre que pour les clés1, 2, 3, . . . , n ces valeurs
sont assez uniformément distribuées dans l’intervalle[0, 1):

Théorème 3.3Pour unθ irrationnel, les sous-intervalles forḿes par les nombres

θ − ⌊θ⌋ , 2θ − ⌊2θ⌋ , . . . , nθ − ⌊nθ⌋

ont au plustrois longeurs diff́erentes. De plus, le prochain point(n+1)θ−⌊(n + 1)θ⌋ sera dans
un de ces intervalles.
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Parmi tous lesθ avec0 ≤ θ ≤ 1 le nombre d’or

φ−1 =

√
5− 1

2
≈ 0, 6180339887

donne la distribution la plus uniforme. On obtient la fonction de hachage

h(k) :=
⌊
m
(
kφ−1 −

⌊
kφ−1

⌋)⌋

En particulier, la suiteh(1), h(2), . . . , h(10) pourm = 10 est simplement une permutation
des entiers0, 1, . . . , 9: 6, 2, 8, 4, 0, 7, 3, 9, 5, 1.

Lum, Suen, et Dodd ont étudié le comportement de nombreuses fonctions de hachage, et ont
réalisé que la méthode de division avec reste donne les meilleurs résultats en moyenne.

Dans les discussion qui suivent sur la résolution de collisions, nous supposerons donc tou-
jours que c’est cette méthode de hachage qui est utilisée.

Les Strategies pour la Ŕesolution de Collisions

Supposons que nous avons une table de hachage qui contient laclék. Si nous voulons insérer
dans cette table un synonymek′ dek (i.e. une clé avech(k) = h(k′)), nous aurons alors une
collision d’adresse qu’il faudra résoudre.

La position deh(k) = h(k′) est déjà occupée et la nouvelle clé doit donc être stockée autre
part. De tels synonymes peuvent être stockés hors de la table de hachage, dans des listes dy-
namiques. Par exemple, les synonymes d’une clé peuvent être maintenus dans une liste liée
linéaire. Cette liste est connectée à la position de la table de hachage donnée par la valeur de
hachage des clé synonymes.

Exemple: Soit
m = 7

la taille de la table de hachage (donc le nombre d’addesses dehachage), soit

K = {0, 1, . . . , 500}

l’ensemble des clés possibles, et soit

h(k) = k mod m

la fonction de hachage.

Après avoir entré les clés12, 53, 5, 15, 2, 19, 43, la table de hachage est dans l’état suivant:
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0

 

/

1

15

 

43

/

2

2

/

3

 

/

4

53

/

5

12

 

5

 

19

/

6

 

/

t: Table de hachage

Synonymes

Avec cette méthode chaque élément de la table de hachage est le début d’une liste liée.

La méthode d’adresse directe est plus facile à implémenter, mais nécessite plus de mémoire:

0

/

1

 

15

 

43

/

2

 

2

/

3

/

4

 

53

/

5

 

12

 

5

 

19

/

6

/t:
Table de Hachage:

Pointeur

Synonymes actuels

Nous analysons à présent la méthode d’adresse directe. Nous supposons:

• La fonction de hachage retourne les valeurs de hachage avec la même probabilité (suppo-
sition de distribution uniforme)
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• Les valeurs de la fonction de hachage sont indépendantes pour chaque opération (supposi-
tion d’indépendance)

La deuxième supposition nous dit que laj ème opération choisit toujours l’adressej′ avec
probabilité1/m, quel que soitj,

Définition. Si n est le nombre de clés possibles etm la taille de la table de hachage, alors le
facteur d’occupationest défini comme suit:

α :=
n

m
.

Analyse d’une recherche quiéchoue

Dans ce cas, l’adresseh(k) est calculée, et tous les éléments dans la liste de synonymes sont
traversés.

La longueur moyenne de chaque liste estn/m = α, et donc

C ′n = α

Analyse d’une recherche qui ŕeussit

Supposons qu’il faille visiteri éléments pour trouver la clé recherchée, i.e., le coûtde trouver
la clé esti.

Quand nous ajoutons laj ème clé, la longueur moyenne de la liste est(j − 1)/m; Donc, en
cherchant laj ème clé nous n’avons besoin de visiter que1 + (j − 1)/m éléments de la liste, si
les insertions dans la liste ne sont faites qu’à la fin, et qu’il n’y a aucun effacement. Le nombre
moyen de clés visitées dans le cas d’une recherche réussie est donc

Cn = 1
n

∑n
j=1

(
1 + j−1

m

)

= 1 + n−1
2m

≈ 1 + α
2

si chaque clé est recherchée avec la même probabilité.
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4
Construction d’algorithmes par

induction

La méthode d’induction peut être utilisée pour construire des algorithmes, en réduisant la reso-
lution d’une instance d’un problème à la resolution d’uneou plusieurs instances plus petites du
même problème.

Deux points sont essentiels dans la conception d’algorithme par induction:

• Il est possible de résoudre unepetiteinstance du problème:le cas de base.

• Une solution de chaque problème peut être construite à partir de solutions deplus petits
problèmes:le pas d’induction.

Nous verrons des exemples de cette méthode, et introduirons plusieurs classes d’algorithmes
basées sur cette méthode, telles que la programmation dynamique et les algorithmes diviser-
pour-régner (divide-and-conquer).

4.1 LA MÉTHODE DE HORNER

La méthode de Horner est un algorithme efficace pour évaluer des polynômesgéńeriquesen un
point donné. Le problème qui nous intéresse est donc le suivant:

Problème: Evaluation de Polyn̂ome
Input: Polynômef(x) =

∑n
i=0 fix

i ∈ R[x], etα ∈ R.
Output: f(α).

L’algorithme qui suit présente une méthode naı̈ve pour évaluer un polynôme en un point
donné.
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Algorithme 18 NAÏF(f(x), α)

1: s← 0 et i← 0.
2: while i ≤ n do
3: Calculerβ ← αi.
4: s← s + fi ∗ β.
5: i← i + 1.
6: end while
7: return s

Si nous utilisons la méthode naı̈ve pour calculerαi à la ligne3, alors l’algorithme a besoin de
O(n2) opérations sur des nombres réels. Si nous utilisons la méthode binaire à la ligne3, alors
l’algorithme a besoin deO(n log(n)) opérations sur des nombres réels.

Pouvons nous faire mieux?Oui. La méthode de Horner simplifie le problème en utilisant
l’observation suivante:

f(α) = f0 + αg(α),

oùg(x) = f1 + f2x + · · ·+ fnxn−1.

Nous utilisons donc le fait quef(α) est égal à

((· · · ((fnα + fn−1)α + fn−2)α · · · )α + f1)α + f0.

En pseudo-code, nous décrivons la méthode de Horner commesuit:

Algorithme 19 HORNER(f(x), α)
1: s← 0 andi← n.
2: while i ≥ 0 do
3: s← s ∗ α + fi.
4: i← i− 1.
5: end while
6: return s

Sous cette forme nous voyons immédiatement qu’il faut à cet algorithmen + 1 additions et
n + 1 multiplications pour calculerf(α) (nous ne comptons pas les opérations sur le compteur
i), ainsi nous avons un algorithmeO(n).

La méthode de Horner est-elle optimale? La réponse est oui, pour des polymômes génériques
(preuve difficile). Pour des polynômes spécifiques, la méthode de Horner peut ne pas être op-
timale (on peut, par exemple, évaluer le polynômef(x) = xn plus rapidement qu’enO(n)
opérations.)
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4.2 ELIMINATION DE GAUSS

Supposons que nous voulons résoudre un système d’équations linéaires. Formellement nous
avons:

Problème: Syst̀eme d’́equations linéaires
Input: MatriceA ∈ Rn×n, vecteurb ∈ Rn

Output: Vecteurx ∈ Rn tel queA · x = b.

L’algorithme pour résoudre un tel système est très utilisé en algèbre linéaire. On l’appelle la
méthode du pivot de Gauß. Nous la présentons ici dans le cadre des algorithmes construits par
induction en insistant sur le caractère inductif de l’algorithme.

Nous pouvons écrire la matriceA par blocs de la manière suivante :

A =

a11 A12

A21 A22

,

oùa11 ∈ R, A12 ∈ R1×(n−1), A21 ∈ R(n−1)×1, etA22 ∈ R(n−1)×(n−1).

Nous appelonsa11 le pivot, et supposons quea11 6= 0. SoitIm la matrice identité de dimen-
sionm. Alors

X︷ ︸︸ ︷

 1 0

−A21

a11
In−1



 ·A ·

Y︷ ︸︸ ︷

 1 −A12

a11

0 In−1



 =

Z︷ ︸︸ ︷

 a11 0

0 Â



, (4.1)

où

Â = A22 −A21 · a−1
11 · A12. (4.2)
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Cette matriceÂ est appelée lecompĺement de SchurdeA par rapport àa11. En utilisantX, Y
etZ definis ci-dessus nous avons:

A · x = b ⇐⇒ X · A · x = X · b
⇐⇒ (X · A · Y ) · Y −1 · x = X · b
⇐⇒ Z · Y −1 · x = X · b, (avec (4.1) ci dessus)

et nous obtenons donc le système d’équations suivant:


 a11 0

0 Â



 ·



 1 A12

a11

0 In−1



 · x =



 1 0

−A21

a11
In−1



 · b. (4.3)

Definissons à présent

x =





x1

x2
...

xn




, y =





x2

x3
...

xn




, b =





b1

b2
...
bn




, c =





b2

b3
...
bn




.

En decomposant (4.3) nous voyons que

x1 =
1

a11
(b1 −A12y) (4.4)

Â · y = c′. (4.5)

où

c′ = − b1

a11

A21 + c. (4.6)

Ces identités nous mènent à l’algorithme suivant pour calculerx:

Analyse

Soit Cn le nombre d’opérations arithmétiques qu’il faut à cet algorithme pour résoudre un
système den équation àn inconnues (donc quandA est une matricen × n). Nous regardons
chaque étape de l’algorithme:

• Calcul deÂ (ligne 5): Nous savons quêA = A22 − A21a
−1
11 A12 (voir (4.2)). A12, A21 et A22

sont des sous-matrices deA elles sont donc toutes connues. Nous commençons par multiplier
A12 par a−1

11 , il faudra (n − 1) multiplications (puisqueA12 est un vecteur à(n − 1) entrées).
Ensuite nous multiplions le résultat parA21, il faudra(n− 1)2 multiplications (le résultat est une
matrice(n − 1) × (n − 1)). Finalement nous soustrayons le résultat àA22, il faudra(n − 1)2

soustractions. Le nombre d’opération total est donc

(n− 1) + (n− 1)2 + (n− 1)2 = 2(n− 1)2 + (n− 1)
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Algorithme 20 RÉSOUDRE(A, b, n)
1: if n = 1 then
2: x1 ← b1

a11

3: return (x1)
4: else
5: CalculerÂ et c′

6: y ← RÉSOUDRE(Â, c′, n− 1)
(donc trouvery = (x2, . . . , xn) tel queÂ · y = c′)

7: s← A12 · y
8: x1 ← 1

a11
(b1 − s)

9: return (x1, x2, . . . , xn)
10: end if

• Calcul dec′ (ligne 5): Nous savons quec′ = − b1
a11

A21 + c (void (4.6)). Nous commençons
donc par calculer− b1

a11
(1 division). Puis nous multiplions le résultat par le vecteurA21, il faut

n − 1 multiplications. Finalement nous ajoutons le résultat àc (n − 1 additions). Le nombre
d’opération total est donc

1 + (n− 1) + (n− 1) = 2(n− 1) + 1

• Calcul dey (ligne 6): Il faut résoudre un système den− 1 équations àn− 1 inconnues. Nous
utilisons de nouveau le pivot de Gauß (c’est ici que l’inductionest utilisée dans la construction),
il faut doncCn−1 opérations.

• Calcul des (ligne 7): Nous multiplions le vecteur ligneA12 par le vecteur colonney, c’est un
produit scalaire de vecteurs àn− 1 entrées, il faut doncn− 1 multiplications etn− 2 additions,
un total de2n− 3 opérations.

• Calcul dex1 (ligne 8): Il faut une soustraction et une division, donc2 opérations.

Nous avons alors:
Cn = Cn−1 + 2n2 + n− 1

= Cn−1 + O(n2).

Nous pouvons en déduire queCn = O(n3) (exercice).

Remarquons cependant qu’il est possible que l’algorithme ne puisse pas être appliqué de
façon récursive puisque la conditiona11 6= 0 n’est pas forcément vérifiée. Il se peut qu’un
changement de pivot doive être réalisé afin d’obtenir cette condition. On démontre en algèbre
linéaire que ceci est toujours réalisable si la matriceA est non-singulière. Il s’agit de calculs
auxiliaires qui ne changent pas l’ordre du temps de calcul.
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4.3 LES ALGORITHMES DIVISER-POUR-RÉGNER

L’idée des algorithmes diviser-pour-régner (algorithmes DPR,divide-and-conquer) est de dé-
composer le problème en deux ou plusieurs sous-problèmesindépendantsqui peuvent ensuite
être résolus séparément. Les solutions de ces sous-problèmes sont ensuite assemblées (c’est le
pas de combinaison), de façon à obtenir une solution au problème original.

La technique diviser-pour-régner est très utile. Nous avons déjà rencontré quelques algo-
rithmes de ce type dans ce cours: Les algorithmes de Karatsuba et de Strassen sont des algo-
rithmes DPR. Nous étudierons le paradigme général des algorithmes DPR avant de voir quelques
exemples.

4.3.1 Le paradigme DPR général

Le concept général est le suivant: étant donné une instance du problème à résoudre, la décomposer
en plusieurs plus petites sous-instances (du même type), les résoudre indépendamment, et ensuite
combiner les solutions des sous-instances pour obtenir unesolution du problème original.

Cette description nous amène à une question importante: comment résoudre les sous-instan-
ces? La réponse à cette question est primordiale pour les algorithmes DPR et explique en effet
leur puissance. La forme précise d’un algorithme DPR est donnée par:

• La taille limite n0 de l’input, qui donne la taille au dessous de laquelle un problème n’est plus
divisé.

• La taille n/a de sous-instances résultant de la décomposition d’une instance.

• Le nombrec de telles sous-instances.

• L’algorithme utilisé pourrecombinerles solutions des sous-instances.

La forme générale d’un algorithme DPR sur un input de taille n qui a une taille limiten0 et
qui divise le problème original enc sous-instances de taillen/a est la suivante:

Algorithme 21 DPR
Input: de taillen

1: if n ≤ n0 then
2: Résoudre le problème sans le sous-diviser
3: else
4: Décomposer enc sous-instances, chacune de taillen/a;
5: Appliquer l’algorithme récursivement à chacune des sous-instances;
6: Combiner lesc sous-solutions résultantes pour obtenir la solution du problème original.
7: end if
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Analyse

Pour calculer le temps de parcours de cet algorithme générique, nous supposons que le coût
de la ligne 6 estdnb (pour une certaine constanteb et une certaine constanted). SoitT (n) le coût
de l’algorithme sur un input de taillen. Alors pourn ≥ n0, nous avons

T (an) = cT (n) + dnb.

Nous supposons de plus que pour toutn ∈ N : T (n) ≤ T (n+1). Alors, par le Théorème 2.1
du chapitre 2, nous avons

T (n) =






O
(
nloga(c)

)
si ab < c,

O
(
nloga(c) · loga(n)

)
si ab = c,

O
(
nb
)

si ab > c.

(4.7)

Le temps de parcours d’un algorithme DPR dépend donc de la taille et du nombre de sous-
instances, ainsi que du coût nécessaire pour les combiner.

4.3.2 L’algorithme de Karatsuba

Pour des polynômesf(x) et g(x) de degré< n, l’algorithme de Karatsuba retourne le produit
f(x) · g(x).

Algorithme 22 KARATSUBA(f(x), g(x))

1: if n = 1 then
2: return f0 · g0

3: else
4: m← ⌈n/2⌉
5: f(x) = f0(x) + xmf1(x), g(x) = g0(x) + xmg1(x), deg(f0), deg(g0) < m
6: h0(x)← Karatsuba(f0(x), g0(x))
7: h2(x)← Karatsuba(f0(x) + f1(x), g0(x) + g1(x))
8: h1(x)← Karatsuba(f1(x), g1(x))
9: h(x) = h0(x) + xm(h2(x)− h0(x)− h1(x)) + x2mh1(x)

10: return h(x)
11: end if

Analyse

• Nous divisons notre problèmes en sous-problèmes plus petits jusqu’à ce quen ≤ 1 (ligne 1),
et doncn0 = 1.
• Le problème est divisé en3 sous-instances (lignes 6,7 et 8) doncc = 3.
• La taille de chaque sous instance est à peu prèsn/2, donca = 2 (puisque les polynômes
utilisés sont de degré< m avecm = ⌈n/2⌉).
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• L’algorithme pour combiner les sous-instances est décrità la ligne9. Son coût estO(n), et
doncb = 1.

Ainsi, commeab = 2 < c = 3, le coût de l’algorithme est

O(nlog2(3)).

4.3.3 Recherche binaire

L’algorithme de recherche binaire que nous avons vu dans le chapitre 0 est aussi un algorithme
DPR. Nous rappelons d’abord la définition du problème de localisation:

Problème: Probl̀eme de localisation
Input: Une suite d’entiersS0 < S1 < · · · < Sn−1, deux indicesstart

etend, etx ∈ Z

Output: Un indicei avecstart ≤ i < end, et tel queS[i] = x, ou FALSE
si un tel indice n’existe pas

L’idée de la recherche binaire et de diviser la suite en deuxparties à peu près de même
taille en posant une unique question. L’algorithme BINSEARCH peut être décrit comme suit en
pseudo-code:

Algorithme 23 BINSEARCH(S, start, end, x)
1: Length← end− start;
2: if Length= 1 then
3: if S[start] = x then
4: return start
5: else
6: return FALSE
7: end if
8: else
9: middle← ⌊(end + start)/2⌋;

10: if x < S[middle] then
11: return SEARCH(S, start, middle, x);
12: else
13: return SEARCH(S, middle, end, x);
14: end if
15: end if

Analyse
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• Dans ce cas, le problème est divisé en une seule sous-instance, et doncc = 1.
• Le coût de chaque sous-instance est à peu prèsn/2, et donca = 2.
• Le coût de combiner les sous-solutions est0, doncb = 0.

Ainsi ab = 1 = c, et le coût de l’algorithme est donc

O
(
nloga(c) loga(n)

)
= O(log(n)).

4.3.4 MergeSort

MERGESORT est un algorithme de tri qui utilise le fait que deux suites triées peuvent être réunies
(merged) en une seule suite à faible coût. Cet algorithme divise les objets à trier en deux groupes,
puis trie chaque groupe et enfin les réunit en une suite finaleet triée.

Nous commençons par étudier l’algorithme de réunion.

Algorithme 24 MERGE(S1 , S2)
Input: Suites triéesS1 etS2 de taillesn etm
Output: Suite triéeS deS1 ∪ S2

1: i← 0, i1 ← 0, i2 ← 0
2: while i < n + m do
3: if i2 = m then
4: S[i] = S1[i1]
5: i1 ← i1 + 1
6: else ifi1 = n then
7: S[i] = S2[i2]
8: i2 ← i2 + 1
9: else ifS1[i1] < S2[i2] then

10: S[i] = S1[i1]
11: i1 ← i1 + 1
12: else
13: S[i] = S2[i2]
14: i2 ← i2 + 1
15: end if
16: i← i + 1
17: end while
18: return S

Le nombre de comparaisons de cet algorithme estn+m qui est égal à la taille de l’input. On
peut se servir de cet algorithme pour construire un algorithme de tri DPR.

Analyse

• Le problème est sous-divisé en2 sous-instances (lignes 6 et 7), et doncc = 2.
• Chaque sous-instance est de taille à peu près égalen/2, donca = 2.
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Algorithme 25 MERGESORT(S)
Input: SuiteS den entiers
Output: Version triéeS ′ deS

1: if n = 1 then
2: return S
3: else
4: m← ⌈n/2⌉
5: Soit S1 la sous-suite deS composée desm premiers éléments deS, et S2 la sous-suite

formée des autres éléments.
6: S ′1 ← MERGESORT(S1)
7: S ′2 ← MERGESORT(S2)
8: return MERGE(S ′1, S

′
2)

9: end if

• Le coût nécessaire pour combiner les sous-solutions est le coût de l’opération MERGE et est
donc égal àO(n), d’où b = 1.

Ainsi, ab = c, et le coût de l’algorithme est donc

O
(
nloga(c) loga(n)

)
= O(n log(n)).

4.3.5 La paire la plus proche

Supposons que nous voulons trouver la distance euclidienneminimale entre des points du plan
R2. Nous supposerons de plus que tous nos points ont des coordonnéesx et y différentes.
Formellement:

Problème: La paire la plus proche
Input: Un ensemble den points{P1, . . . , Pn} dans le plan, avecPi =

(xi, yi) ∈ R2. Supposons de plus quei 6= j =⇒ xi 6= xj et
yi 6= yj.

Output: La distance euclidienne minimale entre deux points distincts de
cet ensemble.

Dans un premier temps, les coordonnéesx des points sont triées en ordre croissant. Ensuite,
une valeurx0 est déterminée telle que⌈n/2⌉ des points ont une coordonnéex plus petite quex0

tandis que les autres points ont une coordonnéex plus grande quex0. Les deux sous-ensembles
de points sont notésL1 etL2; l’algorithme est appliqué récursivement à ces sous-ensembles pour
obtenir les distances minimalesδ1 et δ2 de ces ensembles.
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Il n’y a que trois possibilités en ce qui concerne la paire laplus proche dans l’ensemble : elle
est soit dansL1, soit dansL2 ou le long de la frontière. Il ne nous reste donc qu’à vérifier les
points le long de la frontière.

Nous déterminons l’ensembleS de points dont la coordonnéex est à une distance au plus
δ := min{δ1, δ2} dex0.

δ δ

Nous trions les coordonnéesy de ces points et nous parcourons les points dans l’ordre croissant
de la coordonnéey. Pour chaque pointQ nous mesurons sa distance par rapport à tous les points
dansS dont la coordonnéey est au plusδ plus grande que la coordonnéey deQ (tous les autres
points ont une distance àQ qui est plus grande queδ). Il peut y avoir au plus 5 tels points dans
S, en plus deQ, avec cette propriété. Voici une configuration de ces points:

δ

δ δ

δ

Ainsi, pour un point quelconque dansS nous devons calculer au plus5 distances.

Après avoir traité tous les points deS de cette manière, nous saurons si la distance minimale
le long de la frontière est plus petite queδ, et si c’est le cas, nous aurons déterminé la distance
minimale. Les algorithmes de tri des valeurs le long les coordonnéesx ety peuvent être effectués
une fois au début des calculs avec coûtO(n log(n)) (voir le Chapitre6 pour les algorithmes de
tri).
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Le coût nécessaire pour combiner les sous-solutions (calculer la distance minimale le long
de la frontière) est linéaire enn. Ainsi, le coût total de l’algorithme estO(n log(n)).

4.3.6 Carrelage de formes L

Supposons que nous avons un carré de taille2k × 2k dans lequel nous enlevons un carré de taille
1× 1:

Le problème est de carreler cette structure avec des pièces de taille3 en forme de L:

Nous allons utiliser un algorithme DPR pour cette tache.

Si k = 1 (donc la structure originale est un carré2 × 2 avec un sous-carré manquant), alors
la solution est triviale:

Étant donné un carré de taille2k × 2k, nous le subdivisons en4 carrés de taille2k−1 × 2k−1

chacun et nous enlevons dans chaque sous-carré qui ne contient pas la pièce1× 1 manquante la
pièce1× 1 du coin de façon à ce que les carrés enlevés forment une pièce de forme L.

Remarquons que chacun des sous-carrés a un carré1×1 manquant, et que donc l’algorithme
s’applique récursivement. Nous appliquons donc récursivement l’algorithme aux sous-carrés. Le
carrelage complet est montré dans l’exemple suivant:
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4.4 PROGRAMMATION DYNAMIQUE

La méthode DPR s’applique si un problème peut être subdivisé en sous-problèmesindépendants,
qui sont ensuite résolus récursivement. La programmation dynamique (Dynamic Programming,
DP) peut être appliquée si les sous-problèmes ne sont pas indépendants et ont eux-mêmes des
sous-problèmes communs. Chaque instance est résolue uneseule fois et les résultats sont stockés
dans un tableau pour éviter la détermination répétée des solutions des sous-problèmes.

Exemple: Supposons que nous voulons calculer lenème nombre de Fibonacci, donné par la
formule de récurrence

F0 = 0,
F1 = 1,
Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2.

Voici la méthode DPR naı̈ve:

Algorithme 26 FIB(n)
Input: Entiern ≥ 0
Output: Fn

1: if n ≤ 1 then
2: return n
3: else
4: return FIB(n − 1) + FIB(n − 2);
5: end if

Cette méthode est simple, élégante et correcte. Cependant elle a un temps de parcoursex-
ponentielen n. En effet, soitCn le temps de parcours de FIB(n). Alors Cn = Cn−1 + Cn−2

et C2 = 1, C3 = 2. On peut alors démontrer en partant de cette relation queCn = O(ϕn), où
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ϕ = (1 +
√

5)/2. En fait, on peut démontrer par récurrence que

Cn =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n

+
1√
5

(
1−
√

5

2

)n

,

et comme0 < (1−
√

5)/2 < 1, le résultatCn = O(ϕn) s’ensuit.

Le temps de parcours exponentiel de l’approche DPR est essentiellement dû au fait que le
même sous-problème est calculé plusieurs fois. Par exemple, l’arbre suivant montre les appels
récursifs pour le calcul de FIB(4):

Fib(0)

Fib(4)

Fib(2)Fib(3)

Fib(2) Fib(1) Fib(0)Fib(1)

Fib(1)

Nous voyons par exemple que FIB(2) est calculé deux fois. Il serait plus efficace de stocker
sa valeur dans un tableau la première fois que nous en avons besoin, plutôt que de le recalculer à
chaque fois.

La technique principale en DP est d’utiliser des tableaux qui stockent les solutions de sous-
problèmes qui peuvent ensuite être réutilisées. La programmation dynamique est une tech-
nique qui calcule efficacement des étapes de récurrence entriant les résultats partiels. Ainsi,
en mémorisant les résultats d’une récurrence, l’algorithme ne passe pas de temps à résoudre le
même sous-problème plusieurs fois. Comme l’illustre l’exemple, cette technique aide parfois à
réduire le temps de parcours d’exponentiel à polynomial.

Typiquement (mais pas exclusivement), on utilise DP pour r´esoudre des problèmes qui ont
en général plusieurs solutions qui peuvent être compar´ees à l’aide d’une fonction de coût: Nous
nous intéressons alors à une solution de coût minimal.
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4.4.1 Multiplication de plusieurs matrices

Problème: Disposition de parenth̀eses dans les multiplications de matri-
ces

Input: Une suite(A1, . . . , An) de matrices de taillesp0 × p1, p1 ×
p2, . . . , pn−1 × pn, respectivement.

Output: Les parenthèses de l’expressionA1 · · ·An qui minimisent le nom-
bre de multiplications scalaires si l’algorithme naı̈f de multiplica-
tion de matrices est utilisé.

Remarquons que de manière générale, la multiplication d’une matricep× q avec une matrice
q × r nécessitepqr multiplications.

Exemple: Pourn = 4, il y a 5 dispositions possibles des parenthèses:

(A1 · (A2 · (A3 · A4)))

(A1 · ((A2 ·A3) · A4))

((A1 · A2) · (A3 · A4))

((A1 · (A2 ·A3)) · A4)

(((A1 · A2) ·A3) · A4)

Pourn quelconque le nombre de dispositions possibles est un peu plus compliqué à trouver:

Théorème 4.1Pour le produitA1 · · ·An, le nombre de façons dont on peut placer les par-
enth̀eses est exactement

1

n

(
2n− 2

n− 1

)
= Ω

(
4n

n3/2

)
.

Preuve.Exercice. �

Pour certaines tailles de matrices, les dispositions de parenthèses peuvent avoir des différences
de coût importantes.

Exemple: SoientA1, A2 etA3 des matrices de tailles suivantes:

A1 : 10× 100

A2 : 100× 5

A3 : 5× 50
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Voici le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de A1A2A3 selon la disposition des
parenthèses:

Disposition Nombre de multiplications scalaires

(A1 ·A2) · A3 10 · 100 · 5 + 10 · 5 · 50 = 7500
A1 · (A2 · A3) 10 · 100 · 50 + 100 · 5 · 50 = 75000

Ainsi nous pouvons calculer le produit10 fois plus rapidement en choisissant la bonne disposi-
tion de parenthèses.

Le théorème 4.1 montre que le nombre de dispositions de parenthèses est exponentiel en
n. Ce n’est donc pas une bonne idée de toutes les essayer pour trouver la plus efficace. Nous
résoudrons ce problème en utilisant DP. La solution sera ´etablie en quatre étapes:

1. Structure de la disposition optimale des parenthèses

2. Calcul récursif de la valeur d’une solution optimale

3. Calcul du coût optimal

4. Construction d’une solution optimale

Structure d’une disposition optimale de parenth̀eses

Pour1 ≤ i ≤ j ≤ n, posons

Ai...j := Ai ·Ai+1 · · · · · Aj .

Pour une disposition optimale deA1...n, il existe unk tel queA1...k et Ak+1...n sont d’abord
calculés avec une disposition optimale de parenthèses, et les résultats sont ensuite multipliés. Ce
type d’optimalité (bottom-up optimality) est typique pour des solutions DP.

Calcul r écursif de la valeur d’une solution optimale

Soit mij le nombre minimal de multiplications scalaires pour le calcul deAi...j . Nous avons
alorsmii = 0 pour1 ≤ i ≤ n, et

mij = min
i≤k<j

{mik + mk+1,j + pi−1 · pk · pj}. (4.8)

Pour stocker les solutions optimales, nous introduisons aussisij qui est la valeur dek pour
laquelle le minimum de la formule ci-dessus est atteint:

mij = misij
+ msij+1,j + pi−1 · psij

pj. (4.9)
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Calcul du coût optimal

Nous allons construire deux matricesM et S de telle façon queM [i, j] = mij et S[i, j] =
sij. Remarquons que seules les valeurs au dessus de la diagonalenous intéressent (celles pour
lesquellesi ≤ j). Les matricesM etS seront mises à jour en commençant par la diagonale, puis
les éléments au dessus de la diagonale et ainsi de suite. Pour n = 4 les entrées deM seraient
donc calculées dans l’ordre suivant:





1 5 8 10
2 6 9

3 7
4





Pour calculerM [i, j] il faut comparerj − i valeurs différentes (pourk = i, . . . , j − 1 dans
(4.9)). Chacune de ces valeurs à comparer peut être trouv´ee avec un coût constant, puisque
les éléments deM nécessaires dans (4.9) auront déjà été calculés. Ainsi pour tous lesi, j qui
nous intéressent (c’est à direi = 1, . . . , n et j = i, . . . , n), le coût pour calculerM [i, j] est
proportionel àj − i. Le coût total de l’algorithme est donc proportionel à

n∑

i=1

n∑

j=i

(j − i) =
n · (n + 1) · (2n− 2)

12
= θ(n3). (4.10)

La preuve de (4.10) est laissée en exercice. Ce temps de parcours est donc bien meilleur que
celui de l’algorithme naı̈f, qui est exponentiel. On obtient au final:

Exemple: Supposons que nous voulons multiplier les matricesA1, . . . , A6, de tailles suivantes:

Matrice Taille Matrice Taille

A1 30× 35 A4 5× 10
A2 35× 15 A5 10× 20
A3 15× 5 A6 20× 25

Nous avons donc
p0 = 30
p1 = 35
p2 = 15
p3 = 5
p4 = 10
p5 = 20
p6 = 25.
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Algorithme 27 MATRIX -CHAIN -ORDER(p)
Input: p = (p0, p1, . . . , pn) décrivant les tailles des matrices
Output: MatricesM etS comme décrites ci-dessus

1: n← length(p)− 1
2: for i = 1 . . . n do
3: M [i, i] = 0
4: end for
5: for ℓ = 2 . . . n do
6: for i = 1 . . . n− ℓ + 1 do
7: j ← i + ℓ− 1
8: M [i, j] =∞
9: for k = i . . . j − 1 do

10: q ←M [i, k] + M [k + 1, j] + pi−1pkpj

11: if q < M [i, j] then
12: M [i, j]← q
13: S[i, j]← k
14: end if
15: end for
16: end for
17: end for
18: return M etS

Les matricesM etS sont alors:

M =





0 15750 7875 9375 11875 15125
0 2625 4375 7125 10500

0 750 2500 5375
0 1000 3500

0 5000
0




S =





0 1 1 3 3 3
0 2 3 3 3

0 3 3 3
0 4 5

0 5
0





Par exemple,M [1, 3] etM [2, 5] on été calculés en utilisant (4.8) comme suit:

M [1, 3] = min

{
M [1, 2] + M [3, 3] + p0p2p3 = 15750 + 0 + 30 · 15 · 5 = 18000
M [1, 1] + M [2, 3] + p0p1p3 = 0 + 2625 + 30 · 35 · 5 = 7875

= 7875

M [2, 5] = min






M [2, 2] + M [3, 5] + p1p2p5 = 0 + 2500 + 35 · 15 · 20 = 13000
M [2, 3] + M [4, 5] + p1p3p5 = 2625 + 1000 + 35 · 5 · 20 = 7125
M [2, 4] + M [5, 5] + p1p4p5 = 4375 + 0 + 35 · 10 · 20 = 11375

= 7125
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Construction d’une solution optimale

Nous utilisons la tableS[i, j]. Remarquons queS[i, j] = k signifie queAi...j est construit de
manière optimale à partir deAi...k etAk+1...j .

Exemple: Pour les matricesA1, . . . , A6 ci-dessus, nous obtenons

A1...6 = ((A1...3) · (A4...6)) [S[1, 6] = 3]

= ((A1 · (A2 ·A3)) · ((A4 · A5) · A6))

[S[1, 3] = 1 etS[4, 6] = 5].

Ainsi
((A1 · (A2 · A3)) · ((A4 · A5) ·A6))

est une disposition de parenthèses de coût minimal pourA1 · · ·A6.

4.4.2 Le problème LCS

Le problème de la plus longue sous-suite (LCS,Longest Common Subsequence) est un autre
exemple pour lequel la DP est bien adaptée. Nous introduisons les notations suivantes: SiX =
〈x1, . . . , xm〉 est une suite de longueurm, alors une suiteZ = 〈z1, . . . , zk〉 est appelée unesous-
suitedeX s’il existe des indices1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ m tels que pour tout1 ≤ j ≤ k nous
avons

zj = xij .

Exemple: La suite
X = 〈A, B, C, B, D, A, B〉

a
Z = 〈B, C, D, B〉

comme sous-suite. La suite des indices correspondante est(2, 3, 5, 7).

Une suiteZ est appelée unesous-suite communedeX etY si Z est à la fois sous-suite deX
et deY . L’ensemble des sous-suites communes deX et Y est notéCS(X, Y ). La longueur de
la plus longue sous-suite deX etY est notée

lcs(X, Y ),

et l’ensemble des sous-suites les plus longues deX etY est noté par

LCS(X, Y ).

Nous nous intéressons aux problèmes suivants, pour lesquels nous donnerons des solutions
DP:

108



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

• Calculerlcs(X, Y )

• Construire un élément deLCS(X, Y )

Nous commençons par donner quelques propriétés deLCS(X, Y ). SoitX = 〈x1, . . . , xm〉
une suite. Pour1 ≤ j ≤ m, nous notons parXj le préfixe

Xj := 〈x1, . . . , xj〉.

Théorème 4.2SoientX = 〈x1, . . . , xm〉, Y = 〈y1, . . . , yn〉 et soitZ = 〈z1 . . . , zk〉 ∈ LCS(X, Y ).
Alors:

(1) Sixm = yn, alorszk = xm = yn etZk−1 ∈ LCS(Xm−1, Yn−1).

(2) Sixm 6= yn, alorszk 6= xm impliqueZ ∈ LCS(Xm−1, Y ).

(3) Sixm 6= yn, alorszk 6= yn impliqueZ ∈ LCS(X, Yn−1).

Preuve. (1) Si zk 6= xm, alors nous pouvons acoller àZ xm = yn, ce qui donnerait une sous-
suite commune deX et Y de longueurk + 1, mais ceci contreditZ ∈ LCS(X, Y ). Donc,
zk = xm = yn et le préfixeZk−1 est une sous-suite commune deXm−1 etYn−1.

Nous montrons à présent queZk−1 ∈ LCS(Xm−1, Yn−1). Supposons queW ∈ LCS(Xm−1, Yn−1)
est de longueur≥ k. Alors la juxtaposition

Wxm = Wyn

est une sous-suite commune deX et Y de longueurk + 1, ce qui contreditlcs(X, Y ) = k.
Ainsi Xm−1 et Yn−1 n’ont aucune sous-suite commune de longueur> k − 1 et doncZk−1 ∈
LCS(Xm−1, Yn−1).

(2) Si zk 6= xm, alorsZ ∈ CS(Xm−1, Y ). S’il existait W ∈ LCS(Xm−1, Y ) de longueur
> k, alorsW appartiendrait aussi àCS(X, Y ), ce qui contrediraitlcs(X, Y ) = k.

(3) Symétrique à (2). �

Remarquons que dans le casxm 6= yn au moins l’une des affirmations (2) ou (3) est vraie. Le
théorème 4.2 permet un calcul récursif delcs(X, Y ). Soit

cij = lcs(Xi, Yj). (4.11)

Alors le théorème nous dit que

cij =






0 si i = 0 ou j = 0,
ci−1,j−1 + 1 si xi = yj,
max(ci,j−1, ci−1,j) si xi 6= yj.

(4.12)
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Ainsi, comme nous l’avons fait dans les algorithmes DP précédants nous pouvons calculer
et stocker les entrées de la matricecij ligne par ligne, en utilisant à chaque fois les valeurs déjà
stockées. Donc nous pouvons calculer chaquecij avec un coût constant puisque nous connaitrons
toutes les entrées de la matricec nécessaires dans (4.12). Puisqu’il y am · n valeurs decij à
calculer, le coût total de l’algorithme seraθ(m · n), et puisque la valeur que nous cherchons est
l’entrée en bas à droite de la matrice:

lcs(X, Y ) = cmn,

nous aurons bien trouvé la longueur de la plus grande LCS.

Nous pouvons aussi adapter cet algorithme pour qu’il retourne, en plus de la valeur de
lcs(X, Y ), un élément deLCS(X, Y ). Pour ce, il nous faut une deuxième matriceb, qui va
indiquer comment a été obtenucij à partir deci−1,j−1, ci,j−1, ci−1,j avec (4.12)

En effet, sixi = yj alors cet élément commun sera inclu dans une LCS (nous mettrons alors
bij =′′տ′′). Sinon sici−1,j ≥ ci,j−1 alors tout élément deLCS(Xi, Yj) sera aussi un élément
deLCS(Xi−1, Yj), nous regardons donc l’entréebi−1,j (dans ce cas nous mettonsbij =′′↑′′). Fi-
nalement sici−1,j < ci,j−1 c’est le symétrique du cas précédant, et nous mettons donc bij =′′←′′.
A partir de cette matriceb nous pourrons construire une suite dansLCS(X, Y ) (voir l’exemple
ci-dessous pour une matriceb, et comment l’utiliser pour trouver un élémet deLCS(X, Y )).

La procédure suivante, LCS-LENGTH, calcule, pour deux suitesX = 〈x1, x2 . . . xm〉 et
Y = 〈y1, . . . , yn〉 données, la valeur delcs(X, Y ) et la matriceb décrite ci-dessus.

Exemple: PourX = 〈A, B, C, B, D, A, B〉 etY = 〈B, D, C, A, B, A〉 nous obtenons le tableau
suivant (les matricesb et c sont superposées):

j 0 1 2 3 4 5 6
i yj B D C A B A

0 xi 0 0 0 0 0 0 0
↑ ↑ ↑ տ ← տ

1 A 0 0 0 0 1 1 1
տ ← ← ↑ տ ←

2 B 0 1 1 1 1 2 2
↑ ↑ տ ← ↑ ↑

3 C 0 1 1 2 2 2 2
տ ↑ ↑ ↑ տ ←

4 B 0 1 1 2 2 3 3
↑ տ ↑ ↑ ↑ ↑

5 D 0 1 2 2 2 3 3
↑ ↑ ↑ տ ↑ տ

6 A 0 1 2 2 3 3 4
տ ↑ ↑ ↑ տ ↑

7 B 0 1 2 2 3 4 4
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Algorithme 28 LCS-LENGTH(X, Y )
Input: SuitesX etY
Output: lcs(X, Y ), et une matriceb décrivant un moyen de contruire un élément dans

LCS(X, Y ).
1: m← length[X]
2: n← length[Y ]
3: for i← 1 . . .m do
4: c[i, 0]← 0
5: end for
6: for j ← 0 . . . n do
7: c[0, j]← 0
8: end for
9: for i← 1 . . .m do

10: for j ← 1 . . . n do
11: if xi = yj then
12: c[i, j]← c[i− 1, j − 1] + 1
13: b[i, j]←′′տ′′
14: else
15: if c[i− 1, j] ≥ c[i, j − 1] then
16: c[i, j]← c[i− 1, j]
17: b[i, j]←′′↑′′
18: else
19: c[i, j]← c[i, j − 1]
20: b[i, j]←′′←′′
21: end if
22: end if
23: end for
24: end for
25: return cmn andb
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Commecmn = 4 nous avonslcs(X, Y ) = 4. Les flèches permettent de lire un LCS en
commençant à la position(m, n) et en suivant ensuite les flèches. Pour chaque case“ տ′′
traversée il faut inclure l’élément correspondant dansnotre LCS.

Ici nous commençons à la position(7, 6), puis nous montons à(6, 6). Comme cette case
contient un“ տ′′ nous ajoutonsA à notre suite (x6 = y6 = A). Puis nous allons à la case
(5, 5), puis(4, 5), et nous ajoutonsB a notre suite etc... En notant bien que nous construisons
notre LCS de la droite vers la gauche (donc en commençant parla fin) nous obtenons au final
〈B, C, B, A〉 pour notre élément deLCS(X, Y ).

Remarques:(1) En modifiant un peu cet algorithme nous pouvons obtenir une description de
tousles éléments deLCS(X, Y ), avec le même temps de parcours.

(2) L’algorithme présenté ici nécessiteθ(m · n) en temps et espace. Nous verrons
plus tard qu’il est possible de construire un algorithme de complexitéO(m · p) en temps et en
espace, oùp = lcs(X, Y ).

4.4.3 Le plus-court-chemin-pour-toute-paire (Floyd-Warshall)

SoitG un graphe dont les arêtes sont étiquetées avec des entiers non-négatifs. La longueur d’un
chemin dans le graphe est la somme des étiquettes des arêtes sur ce chemin. Le problème est
de trouver pour toutes les paires de sommets du graphe la longueur du plus court chemin qui les
relie.

1

2

3

4

5

6

1
1

4

5

3

2

5

3

Par exemple dans la situation ci-dessus, le chemin6 → 2 → 3 est de longueur2 + 3 = 5.
Formellement, un graphe étiqueté est un grapheG = (V, E) (V est l’ensemble des sommets etE
celui des arêtes), muni d’une applicationw : E → R≥0 qui associe à chaque arête un réel, appelé
sonétiquette.
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La solution DP du problème du plus-court-chemin-pour-toute-paire a été découverte par
Floyd et Warshall. SoitV = {1, ..., n}. Alors l’algorithme se base sur l’idée suivante: Fixons
k ≤ n. Pour toute paire de pointsi et j, nous trouvons le plus court chemin entrei et j, mais qui
n’utilise que les sommets1, . . . , k. Nous commençons aveck = 1 et continuons en incrémentant
k jusqu’àn.

Soitck
ij la longueur du plus court chemin entrei et j dont les sommets intermédiaires sont un

sous-ensemble de{1, . . . , k} (et ck
ij =∞ si un tel chemin n’existe pas). Nous posons aussi

c0
ij =

{
w(i, j) si (i, j) ∈ E,
∞ sinon.

Pourk ≥ 1, nous avons (exercice: pourquoi?):

ck
ij = min{ck−1

ij , ck−1
i,k + ck−1

k,j }. (4.13)

Dans le même esprit que pour les deux problèmes précédants, nous calculons et stockons
donc d’abord toutes les entréesc0

ij, puis toutes les entréesc1
ij, que nous calculons en utilisant

(4.13) et les valeursc0
ij déjà stockées. Nous continuons ainsi en calculantck

ij jusqu’àk = n, en
utilisant à chaque fois (4.13) et les entréesck−1

ij déjà calculées.

Le temps de parcours de cet algorithme est clairementO(n3), et il utilise un espaceO(n2).

Exemple: Utilisons le graphe précédent. Quandk = 0 nous pourc avons la matrice suivante:




∞ ∞ ∞ 1 ∞ ∞
∞ ∞ 3 ∞ 5 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3
∞ 1 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 4 ∞ ∞
5 2 ∞ ∞ ∞ ∞




.

Pourk = 1 nous avons 



∞ ∞ ∞ 1 ∞ ∞
∞ ∞ 3 ∞ 5 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3
∞ 1 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 4 ∞ ∞
5 2 ∞ 6 ∞ ∞




.

k = 2: 



∞ ∞ ∞ 1 ∞ ∞
∞ ∞ 3 ∞ 5 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3
∞ 1 4 ∞ 6 ∞
∞ ∞ ∞ 4 ∞ ∞
5 2 5 6 7 ∞




.
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Algorithme 29 APSP(G)
Input: G = (V, E), un graphe étiqueté avecV = {1, . . . , n} et étiquettew : E → R≥0

Output: Matrice(cij)1≤i≤n, oùcij est la longueur du chemin le plus court entrei et j.
1: for i = 1 . . . n do
2: for j = 1 . . . n do
3: if (i, j) ∈ E then
4: c[i, j]← w(i, j)
5: else
6: c[i, j]←∞
7: end if
8: end for
9: end for

10: for k = 1 . . . n do
11: for i = 1 . . . n do
12: for j = 1 . . . n do
13: d = cik + ckj

14: if d < cij then
15: cij = d
16: end if
17: end for
18: end for
19: end for
20: return c
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k = 3: 



∞ ∞ ∞ 1 ∞ ∞
∞ ∞ 3 ∞ 5 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3
∞ 1 4 ∞ 6 7
∞ ∞ ∞ 4 ∞ ∞
5 2 5 6 7 8




.

k = 4: 



∞ 2 5 1 7 8
∞ ∞ 3 ∞ 5 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3
∞ 1 4 ∞ 6 7
∞ 5 8 4 10 11
5 2 5 6 7 8




.

k = 5: 



∞ 2 5 1 7 8
∞ 10 3 9 5 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3
∞ 1 4 10 6 7
∞ 5 8 4 10 11
5 2 5 6 7 8




.

k = 6: 



13 2 5 1 7 8
11 8 3 9 5 6
8 5 8 9 10 3
12 1 4 10 6 7
16 5 8 4 10 11
5 2 5 6 7 8




.

Cette dernière matrice montre les chemins les plus courts entre toutes les paires de sommets. Par
exemple la longueur du chemin le plus court entre le sommet5 et le sommet6 est11.

4.4.4 Le Problème 0/1-Knapsack (Sac-à-dos 0/1)

Supposons que nous avonsn objets avec:

• des poidsw1, . . . , wn ∈ N,

• des valeursv1, . . . , vn,

• et un poids maximalW ∈ N.
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La tâche est de trouver un sous-ensembleS ⊆ {1, . . . , n} pour lequel la somme

∑

i∈S

vi

est maximale, et tel que ∑

i∈S

wi ≤W.

Comment pouvons nous trouver la valeur optimale?

L’algorithme naı̈f regarderait tous les sous-ensembles de{1, . . . , n} et aurait donc un temps
de parcours exponentiel (rappelons que le nombre de sous-ensembles possibles est2n). Nous
pouvons utiliser ici un algorithme DP, car le problème a la propriété structurelle suivante:

Si nous retirons l’objetj de l’ensemble optimal, alors l’ensemble résultant doit̂etre optimal
pour le poids maximalW − wj.

En effet, dans le cas contraire, la solution originale ne serait pas optimale.

Soit ciw la valeur de la solution optimale en n’utilisant que les objets 1, . . . , i, et si le poids
maximal estw. Nous avons alors

ciw =






0 si i = 0 ouw = 0,
ci−1,w si wi > w,
max{vi + ci−1,w−wi

, ci−1,w} si i > 0 etw ≥ wi.
(4.14)

Comme pour les trois problèmes précédants, nous allons calculer et stocker les entréesciw

ligne par ligne. A chaque fois la valeur deciw sera calculée en utilisant (4.14) et les entrées dec
déjà stockées. Nous obtenons donc l’algorithme suivant:
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Algorithme 30 KNAPSACK(w, v, W )
Input: w = (w1, . . . , wn), v = (v1, . . . , vn), W ∈ N

Output: ValeurV telle queV = max
∑

i∈S vi pour toutS ⊆ {1, . . . , n} avec
∑

i∈S wi ≤W .
1: for w = 0 . . .W do
2: c0,w ← 0
3: end for
4: for i = 1 . . . n do
5: ci,0 ← 0
6: for w = 1 . . .W do
7: if wi ≤ w then
8: if vi + ci−1,w−wi

> ci−1,w then
9: ciw = vi + ci−1,w−wi

10: else
11: ciw = ci−1,w

12: end if
13: else
14: ciw = ci−1,w

15: end if
16: end for
17: end for
18: return cnW .

Le temps de parcours de cet algorithme est clairementO(nW ) (boucles aux lignes 4 et 6). Il
est donc bien meilleur que l’algorithme naı̈f qui est exponentiel enn.

Exemple: Supposons que notre poids maximal estW = 20, et que nous avons5 objets avec les
poids et valeurs suivants:

Objet 1 2 3 4 5
Valeur 19 11 10 12 21
Poids 3 6 5 4 12

Le parcours de l’algorithme peut être décrit par le graphique ci-dessous:
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000000000000000000000

000 19191919191919191919191919191919 19 19

000 19191919 19 19 3030 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

000 191919 19 19 29 40 40 40 40 40 40 403030303030

000 1919 1919 31 31 31 31 31 41 42 42 42 42 42 52 5252

000 1919 1919 31 31 31 31 31 41 42 42 42 42 42 52 5252

Ligne 0 de C

Ligne 1 de C

Ligne 2 de C

Ligne 3 de C

Ligne 4 de C

Ligne 5 de C

Valeur 19, Poids 3

Valeur 11, Poids 6

Valeur 10, Poids 5

Valeur 12, Poids 4

Valeur 21, Poids 12

La valeur maximale est donc 52. Il y a deux ensembles d’objetsqui atteignent ce maximum:

{(19, 3), (11, 6), (10, 5), (12, 4)} et {(19, 3), (12, 4), (21, 12)}
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4.5 UN ALGORITHME PLUS RAPIDE POUR LE PROBLÈME
LCS

SoientX et Y deux suites de longueurn et m respectivement, avecn ≤ m. Nous constru-
irons dans cette section un algorithme qui trouve un élément deLCS(X, Y ) en temps et espace
O(mp), où m est la longueur deY et p = lcs(X, Y ). Rappelons que l’algorithme pour le
problème LCS vu dans la section 4.4.2 avait un temps de parcoursO(mn).

Nous commençons par étudier l’ensembleM = {(i, j) | Xi = Yj} de tous les éléments qui
se correspondent dansX etY .

Exemple: Si X = 〈B, D, C, A, B, A〉 et Y = 〈A, B, C, B, D, A, B〉 (Comme pour l’exemple
de dans la section 4.4.2), l’ensembleM peut être représenté par les points dans le diagramme
suivant:

A

B

C

B

D

A

B

3

C

4

A

5

B

6

Ai

1

2

3

4

5

6

7

j 1

B

2

D (suite X)

(suite Y)

Considérons la relation≪ sur(N×N) définie comme suit:

(k, l)≪ (k′, l′) ⇐⇒ k < k′ ∧ l < l′.

Cette relation définit unordre partielsur l’ensembleM . (Rappelons qu’un ordre partiel est une
relation transitive et asymétrique.)

Remarque: Comme≪ n’est pas un ordre total, il se peut queM ait des éléments non-comparables.
Par exemple, pour(4, 1), (3, 3) ∈M nous n’avons ni(4, 1)≪ (3, 3), ni (3, 3)≪ (4, 1).

Un sous-ensembleC ⊆M ne contenant que des éléments comparables s’appelle unechâıne.
Une antichâıneA ⊆ M est un sous-ensemble dans lequel il n’y a pas deux élémentsqui sont
comparables.

Exemple.Quelques chaı̂nes:
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A

B

C

B

D

A

B

3

C

4

A

5

B

6

Ai

1

2

3

4

5

6

7

j 1

B

2

D

3

1
2

Il est clair qu’une chaı̂ne correspond à un élément dansCS(X, Y ). Ici nous avons

1 =̂ 〈B, D〉
2 =̂ 〈B, C, A, B〉
3 =̂ 〈A, B, A〉

Exemple.Quelques antichaı̂nes:

A

B

C

B

D

A

B

3

C

4

A

5

B

6

Ai

1

2

3

4

5

6

7

j 1

B

2

D

2

3

1

Notre but est donc de trouver une chaı̂ne de longueurmaximale. Nous regardons d’abord
un lien intéressant entre chaı̂nes et antichaı̂nes. Pour expliquer ce lien, nous avons besoin de
la notion dedécompositiond’un ensemble fini et partiellement ordonné. C’est un ensemble
d’antichaı̂nes{A1, A2, . . . , Ak} tel que chaque élément deM est contenu dans au moins une des
Ai:

M = A1 ∪ · · · ∪Ak.

Unedécomposition minimaleest une décomposition contenant aussi peu d’antichaı̂nesque pos-
sible.
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Théorème 4.3Dans un ensemble fini et partiellement ordonné M , la longueurp d’une châıne
maximale est́egaleà la taille d’une d́ecomposition minimale deM .

Preuve. Soit {A1, . . . , Ak} une décomposition minimale deM , et soitC une chaı̂ne maximale
avecp éléments. Sik < p, alors il existec, c′ ∈ C, c 6= c′, tels quec et c′ sont dans la même
antichaı̂ne (par le principe des tiroirs). C’est impossible, et donck ≥ p.

Pour montrer quek ≤ p, nous construisons une décomposition enp antichaı̂nes. Ainsi s’il
existe une décomposition enp antichaı̂nes, alors une décomposition minimale aura certainement
au plusp antichaı̂nes. Pourc ∈M , soitℓ(c) la longueur d’une chaı̂ne maximale avec plus grand
élémentc. Si ℓ(c) = ℓ(c′), alorsc et c′ sont incomparables (Pourquoi?). Donc

Ai := {c | ℓ(c) = i}, 1 ≤ i ≤ p

formentp antichaı̂nes qui couvrentM . �

La construction de la preuve dans notre cas est comme suit:

A

B

C

B

D

A

B

3

C

4

A

5

B

6

A

1A

A4

A3

A2

i

1

2

3

4

5

6

7

j 1

B

2

D

Le lemme suivant suggère qu’il est facile de calculer une chaı̂ne maximale à partir de cette
décomposition.

Lemme 1 Soit{A1, . . . , Ap} la décomposition minimale deM telle que

Ai := {c | ℓ(c) = i}, 1 ≤ i ≤ p,

comme d́ecrite ci-dessus. Soit2 ≤ i ≤ p. Alors nous avons

∀ci ∈ Ai ∃ci−1 ∈ Ai−1 tel queci−1 ≪ ci.
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Preuve.Si ci ∈ Ai, alorsℓ(ci) = i, et il existe une chaı̂ne

m1 ≪ m2 ≪ · · · ≪ mi−1 ≪ ci.

Commem1 ≪ m2 ≪ · · · ≪ mi−1 nous avonsℓ(mi−1) ≥ i − 1. Mais ℓ(mi−1) ≥ i n’est pas
possible, puisque ceci impliqueraitℓ(ci) ≥ i + 1. Donc,ℓ(mi−1) = i− 1, i.e.,mi−1 ∈ Ai−1. On
choisit doncci−1 := mi−1. �

Pour obtenir une chaı̂ne de longueur maximale, nous commenc¸ons avec un élémentcp ∈ Ap

quelconque, puis nous choisissonscp−1 ∈ Ap−1 aveccp−1 ≪ cp; ensuite nous choisissonscp−2 ∈
Ap−2 aveccp−2 ≪ cp−1, etc. Ceci nous fournit une chaı̂ne complète de longueurp:

c1 ≪ c2 ≪ · · · ≪ cp−1 ≪ cp,

et par conséquent un élément deLCS(X, Y ).

Il ne reste donc plus qu’à trouver une décomposition minimale{A1, . . . , Ap} de notre ensem-
ble M . Nous Pour ce, Nous construisons nos antichaı̂nes de haut enbas. Nous parcouronsM
ligne par ligne, en ajoutant le point(i, j) à l’antichaı̂neAk si et seulement s’il ne se trouve pas à
droite du point le plus à gauche deAk. Nous appelonssk la colonne du point le plus à gauche de
Ak.

Pour l’exemple ci-dessus nous obtenons:

• Ligne 1: Nous ajoutons(1, 4) et (1, 6) à A1, et nous avons doncs1 = 4. Pour l’instant nous
n’avons qu’une seule antichaı̂ne non vide:

3

C

4

A

5

B

6

Ai

1

j 1

B

2

D

A
..
.

• Ligne 2: Le premier point sur la ligne2 est(1, 2). Il est dans la premiere colonne et1 ≤ s1 nous
l’ajoutons donc àA1. Le prochain point est(2, 5), cette fois comme5 > s1 nous ne l’ajoutons
pas àA1. Par contre l’antichaı̂neA2 est vide nous ajoutons donc(2, 5) à A2. Ainsi maintenant
s1 = 1 et s2 = 5. Nous avons donc deux antichaı̂nes non vides:

3

C

4

A

5

B

6

Ai

1

2

j 1

B

2

D

A

B

..

.
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• Ligne 3: Le seul point sur la ligne3 est(3, 3). Comme3 > s1 nous ne l’ajoutons pas àA1. Par
contre3 ≤ s2, nous ajoutons donc(3, 3) à A3. Ainsi maintenants1 = 1 et s2 = 3. Nous avons
toujours deux antichaı̂nes non vides:

3

C

4

A

5

B

6

Ai

1

2

3

j 1

B

2

D

A

B

C

..

.

• Ligne 4: Nous ajoutons(4, 1) à A1 et (4, 5) à A3. Donc maintenants1 = 1, s2 = 3 et s3 = 5.
Nous avons3 antichaı̂nes non vides:A1 = {(1, 6), (1, 4), (2, 1), (4, 1)}, A2 = {(2, 5), (3, 3)} et
A3 = {(4, 5)}:

3

C

4

A

5

B

6

Ai

1

2

3

4

j 1

B

2

D

A

B

C

B

..

.

etc.

Cette procédure est réalisée par l’algorithme suivant:

Dans cet algorithme nous avons

• i représente la ligne actuelle deM étudiée.

• A[k] représente l’antichaı̂neAk.

• s[k] représente la colonne actuelle la plus à gauche de l’antichaı̂neAk.

Remarquons ques[j] = n + 1 si et seulement siAj est vide. A la fin de l’algorithme, le
nombre d’antichaines non vides est égal à

p = max{k | s[k] ≤ n},
et les antichaı̂nes construites sont stockées dansA[k], 1 ≤ k ≤ p.

123



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Algorithme 31 FASTLCS(X, Y )
Input: SuitesX etY , de longueursn etm.
Output: La décomposition minimale(A1, . . . , Ap) deM , telle queAi = {c | ℓ(c) = i}, oùℓ(c)

est la longueur d’une chaı̂ne maximale avec plus grand élémentc.
1: Construire l’ensembleM = {(i, j) | Xi = Yj}
2: for k = 1 . . . n do
3: s[k]← n + 1
4: A[k]← ∅
5: end for
6: for i = 1 . . .m do
7: l ← min{k | (i, k) ∈M}
8: k ← 1
9: while l ≤ n do

10: if l ≤ s[k] then
11: A[k]← A[k] ∪ {(i, j) ∈M | l ≤ j ≤ s[k]}
12: temp← s[k]
13: s[k]← l
14: l ← min{j | (i, j) ∈M ∧ j > temp}
15: end if
16: k ← k + 1
17: end while
18: end for
19: p← max{k | s[k] ≤ n}.
20: return (A[1], . . . , A[p]).
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Théorème 4.4L’algorithme ci-dessus a un temps de parcours deO(mp), où p = lcs(X, Y ).

Preuve.Exercice. �

Remarque: Une fois que nous avons trouvé cette décomposition minimale (A1, . . . , Ap) deM
nous utilisons le Lemme 1 pour en déduire une chaı̂ne de longueur maximale. Nous la constru-
isons de la droite vers la gauche.
Dans l’exemple ci-dessus nous commençons par prendre un élément deAp = A4, disons(6, 6).
Puis le Lemme nous dit qu’il existe un élément(i, j) ∈ A3 avec(i, j) ≪ (6, 6), prenons par
exemple(4, 5). Ensuite il nous faut un élément deA2, (prenons(3, 3)) et finalement un élément
deA2 (prenons(2, 1)).
Puisque nous l’avons construite en commençant à droite, notre chaine est

(
(2, 1), (3, 3), (4, 5), (6, 6)

)
,

et donc la sous-suite commune correspondante est

〈B, C, B, A〉.
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5
Algorithmes gloutons

Pour résoudre certains problèmes d’optimisation, il suffit de faire un choix localement optimal à
chaque pas de l’algorithme. En effet, dans certain cas, une famille de choix localement optimaux
mène à une solution globalement optimale. Ce fait est au cœur des algorithmes gloutons: un
algorithme glouton fait toujours le choix qui lui semble le meilleur sur le moment. Après l’étude
d’un exemple typique, nous étudierons les aspects principaux de stratégies glouton. Ces straté-
gies seront illustrées à l’aide des exemples du problèmede sac à dos et du code de Huffman,
utilisé dans la compression des données.

5.1 EXEMPLE: HORAIRES DE SALLES DE COURS

Cet exemple concerne le problème de l’ordonnancement de plusieurs activités qui rivalisent pour
l’utilisation exclusive d’une ressource commune, l’objectif étant de sélectionner un ensemble de
taille maximale d’activités mutuellement compatibles.

Problème:n professeurs veulent utiliser la même salle de cours. Chaque professeur a une
préférence pour un intervalle de temps: Le professeuri veut utiliser la salle dans l’intervalle
[si, fi).

La tâche de l’organisateur est de trouver un plus grand sous-ensemble (c.à.d. un ensemble de
taille maximale)A deS = {1, . . . , n} tel que pouri, j ∈ A, i 6= j, on a

[si, fi) ∩ [sj , fj) = ∅. (5.1)

La stratégie gloutonne est la suivante:

Nous trions d’abord les intervalles selon leur temps d’arrˆet fi, afin d’avoir

f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn.

On peut faire ce tri en tempsO(n log(n)). Puis l’algorithme opère de la manière suivante:

Théorème 5.1L’algorithmeGREEDYSELECTOR satisfait le nombre maximal de préf́erences.
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Algorithme 32 GREEDYSELECTOR(s, f)

Call: GREEDYSELECTOR(s, f)
Input: s etf sont des tableaux de longueurn, f1 ≤ · · · ≤ fn.
Output: Sous-ensembleA de{1, . . . , n} vérifiant (5.1).

1: n← length[s]
2: A← {1}
3: j ← 1
4: for i = 2, . . . , n do
5: if si ≥ fj then
6: A← A ∪ {i}
7: j ← i
8: end if
9: end for

10: return A

Nous donnons maintenant une preuve de ce théorème.

Preuve.SoitS = {1, 2, . . . , n} l’ensemble des indices des préférences. La préférence1, réalisée
par l’algorithme, a le temps d’arrêt le plus tôtf1. Nous montrons qu’il y a une solution optimale
avec le premier choix fait par l’algorithme, que nous appelons “choix glouton 1”.

Soit A ⊆ S une solution optimale. Supposons quek ∈ A a le temps d’arret minimal dans
cette solution, i.e.,k vérifie fk ≤ fj ∀j ∈ A. Si k = 1, nous avons fini. Sik > 1, nous pouvons
remplacerA parA′ = (A \ {k})∪ {1}, commef1 ≤ fk par hypothèse. Ainsi, il y a une solution
optimale avec le choix glouton1 que nous noterons de nouveau avecA.

Après ce choix, nous appliquons la même stratégie aux pr´eférences restantes.

S ′ := {i ∈ S | si ≥ f1}.

Alors, A \ {1} est une solution optimale pourS ′: si la solution optimaleB′ pour S ′ est plus
grande queA \ {1}, alorsB′∪{1} serait une solution pourS avec plus d’éléments queA, ce qui
contredit l’hypothèse queA est de taille maximale.

En appliquant une induction, on prouve le théorème. �

5.2 ÉLÉMENTS D’UNE STRATÉGIE GLOUTONNE

Un algorithme glouton est un algorithme qui maximise son profit à chaque étape. Ce n’est
pas toujours la bonne méthode pour résoudre un problème d’optimisation. Exemple: les flux
de traffic! Si chaque conducteur optimise son propre profit àchaque point, alors la solution
convergente sera typiquement la pire pour tout le monde.
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Comment peut-on décider si un problème d’optimisation peut être résolu de manière optimale
en utilisant une stratégie gloutonne? Il n’y a pas de recette général pour ce faire. Néanmoins, un
algorithme glouton se propose si les propriétés suivantes sont vérifiées:

Stratégie Gloutonne:l’optimum globalpeut être atteint par une suite d’optimalocaux. Ceci
doit être prouvé dans chaque cas inviduel.

Sous-structure optimale:un problème d’optimisation possède une sous-structure optimale
si une solution optimale est composée de solutions optimales de sous-problèmes.

Cette deuxième propriété est exploitée par la programmation dynamique ainsi que la méthode
gloutonne. Dans l’exemple de la section précédente nous avons vu que pour une solution opti-
maleA du problème de la salle de cours, si1 ∈ A, alorsA′ = A \ {1} est une solution optimale
pour les préférences dansS ′ = {i ∈ S | si ≥ fi}.

5.3 GLOUTON COMPARÉ À LA PROGRAMMATION DYNA-
MIQUE: LE PROBLÈME DU SAC À DOS

Le problème du sac à dos 0/1 a été présenté au chapitre précédent. Nous considérons une version
affaiblie de ce problème: leproblème du sac̀a dos rationnel. Supposons que nous ayons

• n objets de poidsw1, w2, . . . , wn

• de valeursv1, v2, . . . , vn,

• et un poids maximalW ∈ N.

La tâche est de trouverxi ∈ Q, 0 ≤ xi ≤ 1, tel que
∑n

i=1 xiwi ≤W et la somme

n∑

i=1

xivi

soit maximale. La différence entre le problème du sac à dos 0/1 et celui du sac à dos rationnel
est donc que ce dernier permet d’ajouter des morceaux d’objets dans le sac à dos, tandis dans le
sac à dos 0/1, on choisit chaque objet soit en complet, soit pas du tout.

Le problème du sac à dos rationnel peut être résolu à l’aide d’un algorithme glouton:

• Pour chaquei nous calculons la valeur relativevi/wi.

• Trier (en un tempsO(n log(n))) les objets selon leurs valeures relatives. Après re-indexation
nous aurons alors

v1

w1

≥ v2

w2

≥ · · · ≥ vn

wn

.
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• Trouver l’incidem avec
m−1∑

i=1

wi ≤W <

m∑

i=1

wi.

On inclut alors les objets1, . . . , m− 1 complètement, et de l’objetm la fraction

γm :=
W −∑m−1

i=1 wi

wm

,

Les autres objets sont laissés en dehors du sac à dos. En d’autres termes,x1 = · · · =
xm−1 = 1, xm = γm, etxm+1 = · · · = xn = 0.

Exercice: Prouver que ce choix desxi est optimal!

La même procédure ne donne pas nécessairement une solution optimale du problème de sac
à dos 0/1. Par exemple, considérons l’instance suivante:

i 1 2 3

wi 10 20 30
vi 60 100 120

vi/wi 6 5 4

W = 50.

La solution optimale de cet exemple est donné par le choix des objet 2 et 3 pour une valeur
totale de 220 et un poids de 50. Une solution incluant l’objet1, dont la valeur relative est
maximal, ne peut pas être optimale.

Pourquoi cela? C’est parce que dans le problème du sac à dos0/1, une solution optimale d’un
sous-problème ne s’étend pas nécessairement à une solution optimale du problème plus grand.
La programmation dynamique prend en compte toutes les solutions des sous-problèmes, et non
pas seulement les meilleures. Donc, la programmation dynamique fonctionne dans ce cas, alors
que la stratégie glouton échoue.

5.4 CODES DE HUFFMAN

Le codage de Huffman est une technique basique pour lacompression sans perte(lossless com-
pression). Par la suite on parlera de code delongueur fixesi tous les mots du code ont la même
longueur. Si ce n’est pas le cas, on dira que le code est delongueur variable.

Exemple: Considérons un fichierw contenant 100000 lettres de l’alphabet{a, b, c, d, e, f}. (I.e.,
w est un mot, appartenant à l’ensemble{a, b, c, d, e, f}100000.) Le mot w doit être stocké en
représentation binaire.
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Si nous utilisons un code de longueur fixe, alors nous devrions représenter chacune des six
lettres avec trois bits. Par exemple:

a = 000 c = 010 e = 100
b = 001 d = 011 f = 101.

Ceci résultera en 300000 bits pour une représentation binaire de ce fichier.

Un code de longueur variable est en général bien meilleur qu’un code de longueur fixe, parce
qu’il est possible d’assigner des suites binaires plus courtes aux lettres qui apparaissent plus
souvent. Pour l’utiliser, la fréquence des lettres doit être connue. (Lafréquence d’une lettreest
sa probabilité d’apparition. Par exemple, si25% de toutes les lettres du mot sont desA, alors la
fréquence deA est0.25.)

Exemple:

Lettre a b c d e f

Fréquence 0.45 0.13 0.12 0.16 0.09 0.05
Représentation (code) 0 101 100 111 1101 1100

Ce code a seulement besoin de 224000 bits (45000 · 1 + 13000 · 3 + 12000 · 3 + 16000 · 3 +
9000 · 4+5000 · 4) et est 25% plus efficace que le code de longueur fixe comme décrit ci-dessus.

Par la suite, nous verrons une technique (la méthode de Huffman) qui permettra de trouver
le code de longueur variable le plus efficace pour un alphabetavec fréquences des lettres donné.
Mais d’abord, il faut préciser la terminologie. SoitC un alphabet fini.

Un code binairepourC est une application injective

E : C −→ {0, 1}+.

Comme déjà annoncé, si tous les mots binaires dans l’image deE ont la même longueur, alors
on dit que le code est uncode de longueur fixe, sinon c’est uncode de longueur variable.

Dans cette section, on écrirac1c2 · · · cn le mot de longueurn et de lettresci ∈ C. Aussi, sia
etb sont deux mots quelconques, nous notons le mot obtenu en juxtaposanta etb parab, à moins
qu’il y ait une ambiguité.

Un codagevia E est l’application (aussi notée parE) suivante:

E : C+ −→ {0, 1}+
c1 · · · cn 7−→ E(c1) · · ·E(cn).

Autrement dit, le codage du motc1 · · · cn se fait en codant chaque lettreci individuellement et en
juxtaposant les mots obtenus.

Si E est injective surC+, alors on dit queE estuniquement d́ecodable. Dans ce cas, chaque
mot de codeE(c1) · · ·E(cn) possède une unique préimage et l’application

D : E(c1) · · ·E(cn) 7→ c1 · · · cn
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s’appelle undécodagepourE.

Un code sans pŕefixes(prefix-code) est un code pour lequel aucunc ∈ Image(E) est le préfixe
d’un autre élément dans Image(E). Nous mentionnons le théorème suivant sans preuve.

Théorème 5.2La compression optimale de données sans perte est toujours possible en utilisant
un code sans préfixes.

Il est possible de représenter des codes binaires par des arbres binaires. L’exemple suivant
illustre comment ceci se fait, et le paragraphe suivant donnera ensuite une description précise du
lien entre arbre et code.

Exemple: Code de longueur fixe:

1

0.86 0.14

0.140.58 0.28

a : 0.45 b : 0.13 c : 0.12 d : 0.16 e : 0.09 f : 0.05

000

00

0

1 11

1

1

L’arbre ci-dessus représente le code de longueur fixe pour l’alphabet{a, b, c, d, e, f} vu avant.
Le codage de la lettrea se lit sur les arêtes du chemin racine-a.

Nous avons vu que cet arbre n’est pas optimal: le fichierw était plus long que nécessaire.
L’arbre du code de longueur variable de l’exemple précédent est représenté par l’arbre suivant:
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1

0.55

0.14

0.25 0.30

a : 0.45

b : 0.13c : 0.12 d : 0.16

e : 0.09f : 0.05

0

0

00

0

1

1 1

1

1

Nous verrons que ce code est optimal, dans un sens à préciser.

• Mais que veut dire “optimal”, et comment prouve-t-on qu’un arbre (ou un code) donné est
optimal?

• Comment trouve-t-on des arbres optimaux, pour alphabet et fréquences donnés?

5.4.1 Codes representés par des arbres binaires

Un arbre binaire étiqueté est un arbre binaire raciné muni d’un étiquetage de ses arêtes par0 et1
tel que les étiquettes le long des arêtes des descendants sont différentes pour chaque sommet.

SoitC un alphabet fini donné avec les fréquencesf(c), c ∈ C. Les fréquences sont des nom-
bres réels entre0 et 1 dont la somme vaut1. (Donc,f(·) définit une distribution de probabilités
surC.)

Un arbre de compressionpourC est un arbre binaire étiqueté dont les feuilles sont en cor-
respondance biunivoque avec les éléments de l’alphabet et dont les sommets ont des poids. Le
poids d’une feuille est la fréquence de l’élément associé dans l’alphabet. Le poids d’un sommet
interne est la somme des poids de tous ses descendants directs.

Le code associé à un arbre de compression est l’ensemble detoutes les suites binaires obtenu
en juxtaposant les étiquettes des arêtes pour chaque chemin de la racine à une feuille.

Théorème 5.3Le code associé à un arbre de compression est un code sans préfixes.
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Soit dB(c) la profondeur de l’élémentc de l’alphabet dans l’arbre de compressionB. Alors
dB(c) est la longueur du mot de code associé àc. La longueur moyenne d’un mot de code est
alors

A(B) :=
∑

c∈C

f(c)dB(c)

si l’on choisit les lettres à encoder selon la loif(c), i.e. une lettrec fixée est choisie avec proba-
bilité f(c). La longueur moyenneA(B) est aussi appelée lecoût de l’arbre de compression.

Un arbre de compression estoptimalsi son coût est minimal pour l’alphabetC et les fréquences
f(c), c ∈ C.

5.4.2 Le codage de Huffman

Le codage de Huffman est une méthode de construction d’un arbre de compression optimal pour
un alphabet avec des fréquences données. Cette méthode aété inventée par David Huffman en
1952 alors qu’il était encore étudiant.

Cette méthode construit l’arbre optimal de bas en haut (bottom-up), et c’est un algorithme
glouton. Nous introduirons d’abord cette construction. Ensuite nous prouverons l’optimalité de
la construction. Puis nous discuterons des structures de données adaptées à une implémentation
de cet algorithme.

La technique de base:

1. Commencer avec autant d’arbres qu’il y a d’éléments dans l’alphabet: Associer aux arbres
(avec une seule feuille) l’élément correspondant de l’alphabet et sa fréquence.

2. Tant qu’il y a plus d’un arbre:

i. Trouver deux arbres de fréquence minimale.

ii. Combiner les arbres en un, en utilisant l’un des arbres comme sous-arbre gauche et
l’autre comme sous-arbre droit. Etiquetter le sous-arbre gauche avec0, et le sous-arbre
droit avec1. Etiquetter la racine du nouvel arbre avec la somme des coûts des deux
sous-arbres.

5.4.3 Implémentation de l’algorithme de codage de Huffman

Nous utiliserons unequeuèa prioritéQ pour cette tâche.Q contiendra les éléments de l’alphabet
ainsi que leurs fréquences,(c, f(c)). Les éléments sont ordonnés par fréquence, de la plus petite
à la plus grande.

La queue aura une fonctiondeletemin qui efface l’élément avec la plus petite fréquence.
La meilleure façon d’implémenter cette structure de données est d’utiliser un binary heap. Nous
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Algorithme 33 HUFFMAN(C, f)

Input: Un ensemble de caractèresC de taillen = |C|. (Q est une queue à priorité ordonnée par
fréquence, initialement vide.)

Output: Arbre de compression HuffmanT pour l’input.
1: for c ∈ C do
2: Enqueue((c, f(c)), Q).
3: end for
4: for i = 1, . . . , n− 1 do
5: Créer un nouveau sommetz
6: left child = deletemin(Q)
7: right child = deletemin(Q)
8: f(z) = f(left child) + f(right child)
9: Les fils dez deviennentleft child et right child

10: Enqueue((z, f(z)), Q).
11: end for

verrons cette structure dans le chapitre suivant, dans lequel nous étudierons desalgorithmes de
tri .

Le coût de cet algorithme est égal au coût des2(n− 1) deletemin’s et desn enqueue.

Si Q est implementée par un binary heap, ces opérations coûtent O(log(n)), le coût total de
l’algorithme sera alors égal àO(n log(n)).

Nous verrons des binary heaps dans le chapitre suivant, danslequel nous étudierons des al-
gorithmes de tri.

Exemple: Voici comment l’algorithme opère sur l’exemple présent´e en début de section:

1. Mise en place deQ:

d:0.16 a:0.45f:0.05 e:0.09 c:0.12 b:0.13
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2. i = 1 avecf(z) = 0.14:

10

d:0.16 a:0.45

e:0.09f:0.05

0.14b:0.13c:0.12

3. i = 2 avecf(z) = 0.25:

0 1 0 1

0.14

f:0.05 e:0.09

d:0.16 0.25

c:0.12 b:0.13

a:0.45

4. i = 3 avecf(z) = 0.30:

0

0 1 0 1

a:0.45

1

0.25

c:0.12 b:0.13

0.30

0.14

f:0.05 e:0.09

d:0.16
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5. i = 4 avecf(z) = 0.55:

0

0

c:0.12

1

1

1

d:0.16

0

10

f:0.05 e:0.09

0.14b:0.13

0.30

0.55

0.25

a:0.45

6. i = 5 avecf(z) = 1:

0 1

0 1

0 1

c:0.12

0 1

d:0.160.14

0 1

e:0.09f:0.05

b:0.13

0.25

0.55a:0.45

1

0.30
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5.4.4 Optimalité de l’algorithme de codage de Huffman

Nous voulons montrer que l’arbre de compression Huffman obtenu avec une paire(C, f) où C
est un alphabet fini etf est une distribution de probabilité a un coût optimal.

Soitx l’élément deC qui a la plus petite fréquence ety l’élément deC qui a la seconde plus
petite fréquence. Nous montrons dans un premier temps qu’il existe un arbre de compression
optimal dans lequelx ety ont le même parent.

Soit T un arbre de compression optimal. Notons queT peut être transformé en un arbre op-
timal T1 dans lequelx a une profondeur maximale : six n’a pas déjà une profondeur maximale
dansT , il existe un élémenta dansT qui a une profondeur maximale etd(a) > d(x). Par hy-
pothèsef(x) ≤ f(a). En interchangeantx eta dansT , on obtient un autre arbre de compression
T1. On a

A(T )− A(T1) = (f(a)− f(x))(d(a)− d(x)︸ ︷︷ ︸
>0

) ≥ 0.

On constate quef(a) = f(x) et queA(T ) = A(T1). Ensuite, nous montrons quex a un frèrez
dansT1. Dans le cas contraire,x peut être “monté” et a une profondeur plus petite, et donc réduit
le coût deT1, ce qui contredit l’optimalité deT1. Notons que par hypothèse sury, nous avons
f(z) ≥ f(y). En interchangeantz ety, on obtient un autre arbre de compressionT2. Nous avons

A(T1)− A(T2) = (f(z)− f(y))(d(z)− d(y)) ≥ 0.

Commed(z) ≥ d(y) (Notons qued(z) est la profondeur maximale dansT1), nous voyons que
A(T1) = A(T2). Finalement, on a construit un arbre de compression optimaldans lequelx et y
ont le même parent.

T

x

y

a z

 T1

x

y

a

z

 T2

x y

a

z

Pour montrer que l’arbre de Huffman est un arbre de compression optimal pour(C, f), nous
procédons par induction surn, le nombre de caractères dansC. Si |C| = 2, il n’y a rien à
montrer.
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Supposons maintenant que|C| > 2. Soit le nouvel alphabetC = C − {x, y} ∪ {z}, qui
contient|C| − 1 éléments et oùf(z) = f(x) + f(y). Par hypothèse d’induction, l’algorithme de
Huffman construit un arbre de compression optimalT pourC. Supposons que le coût de l’arbre
de Huffman surC n’est pas optimal, et soitT1 un arbre de compression optimal pourC dans
lequelx et y ont le même parent (un tel arbre existe par la preuve ci-dessus). Commex et y ont
le même père dansT , on a

A(T ) = A(T )− d(z)(f(x) + f(y)) + (d(z) + 1)(f(x) + f(y))

= A(T ) + f(x) + f(y).

De la même manière,A(T1) = A(T 1) + f(x) + f(y), oùT 1 est obtenu deT1 en enlevantx ety
et en donnant à l’ancêtre commun dex ety la valeurf(x) + f(y). Comme, par induction,A(T )
est optimal, on a

A(T ) = A(T ) + f(x) + f(y)

≤ A(T 1) + f(x) + f(y)

= A(T1).

Par optimalité deT1, on voit queA(T ) = A(T1), et doncT est un arbre de compression optimal.
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6
Algorithmes de tri

On estime que plus de 25% du temps de calcul utilisé commercialement est passé pour faire des
tris (sorting). Le développement de méthodes de tri puissantes est donctrès utile et important.

Qu’est-ce que “trier”, et que signifie “être efficace” dans ce contexte? Le problème du tri
peut être énoncé de manière précise comme suit:

Problème: Tri
Input: Des objetss0, . . . , sN−1, dont chacun est muni d’une cléki appar-

tenant à un ensemble totalement ordonné (par exemple(Z,≤)).
Output: Permutationπ de0, . . . , N − 1 telle quekπ(0) ≤ kπ(1) ≤ · · · ≤

kπ(N−1).

Nous développerons des algorithmes de tri qui n’utilisentque des comparaisons entre les
clés. Nos algorithmesmodifierontl’input afin d’obtenir un output pour lequel les clés seront
triées dans l’ordre croissant.

De manière générale, on distingue les algorithmes de triinternes et externes:

• Les algorithmes de triinternessupposent que l’accès aléatoire à chaque élément est pos-
sible avec le même coût. C’est le cas si les données sont toutes stockées dans la mémoire
vive.

• Les algorithmes de triexternessupposent que objets sont stockés sur des média extérieurs
et qu’ils ne peuvent pas être accédés avec le même temps.

Dans ce chapitre, nous regarderons uniquement des algorithmes de tri internes.

Nous supposons que les clés sont des nombres entiers, et queles objets sont stockés dans un
tableau (array). Nous pouvons représenter les objets eux-mêmes (que nous appelons aussi des
éléments) avec la structure
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typedef struct {
int key;
Payload P;

} element;

et nos objets sont stockés dans un tableau

element a[N];

6.1 ALGORITHMES ÉLÉMENTAIRES

Dans cette section nous étudierons quatre algorithmes de tri :

• Selection Sort

• Insertion Sort

• Shell Sort

• Bubble Sort

Quand nous mesurons les temps de parcours de ces algorithmesnous regardons deux pro-
priétés:

• Le nombre de comparaisons de clésC

• Le nombre de mouvementsM (déplacements)

Dans les deux cas nous nous intéressons au meilleur des cas,au pire des cas et au comporte-
ment moyen. Typiquement, il faut aux méthodes décrites dans cette sectionO(N2) comparaisons
de clés pour trierN objets dans le pire des cas.

Remarque: Techniquement, unmouvementconsiste à copier un élément d’un endroit vers un
autre (par exemple d’une position dans le tableaua vers une position en mémoire). Cependant, la
plupart des algorithmes dans ce chapitre font exclusivement deséchangesd’éléments (échanger
l’élément à la positiona[i] avec celui à la positiona[j]).
Formellement, pour faire un échange il faut3 mouvements (on copie le contenu dea[i] vers une
position temporairet en mémoire, on copie le contenu dea[j] versa[i], et on copie finalementt
versa[j]).
Cependant,nous compterons uńechange comme un seul mouvement. En effet nous nous intéressons
surtout au comportement asymptotique des algorithmes (donc avec la notationO), et celui-ci
reste le même si le nombre de mouvements est multiplié par une constante.
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SoientCmin(N), Cmax(N) et Cavg(N) le nombre de comparaisons qu’utilise un algorithme
dans lemeilleur cas, lepire des cas, et lecas moyen, respectivement. Par “cas moyen”, on entend
le comportement de l’algorithme en moyenne, en supposant que chaque permutation possible de
l’input a la même probabilité.Cavg(N) est donc l’esṕerancedu nombre de comparaisons.

De même, nous notons parMmin(N), Mmax(N), et Mavg(N) le nombre de mouvements
effectués par un algorithme dans lemeilleur cas, lepire des cas, et lecas moyen. (Nous rappelons
qu’un échange de deux éléments est considéré comme un seul mouvement.)

Remarques:

• (1) Quand nous parlons dutemps de parcoursd’un algorithme de tri nous voulons en
général dire la somme du nombre de mouvements et du nombre de comparaisons dont il a
besoin.

• (2) Soit a[0], . . . , a[N − 1] le tableau contenant nos objets. Nous abuserons parfois de la
notation en disant par exemple que l’élémenta[i] est plus petit que l’élémenta[j] (alors que
formellement il faudrait dire quela clé de l’́elémenta[i] est plus petite que la clé l’élément
a[j]).

• (3) Soita[0], . . . , a[N −1] le tableau contenant nos objets. Quand nous parlons dupremier
élémentdu tableau (ou de la suite) nous voulons direa[0], quand nous parlons dudeuxìeme
élémentnous voulons direa[1]. Donc de la même manière quand nous parlons duième

élémentde la suite nous voulons direa[i− 1].

Dans tout le chapitre nous posons les hypothèses suivantes:

• Les clés sont les nombres1, . . . , N .

• Quand nous condidérons le comportementmoyende nos algorithmes, nous supposons que
lesN ! permutations possibles des clés ont toutes la même probabilité.

6.1.1 Selection Sort

L’idée de cet algorithme est de trier une suite en déterminant son plus petit élément, puis son
deuxième plus petit élément, puis son troisième plus petit, etc.

Plus précisément: Trouver la positionj0 du plus petit élément dans la suite puis échangera[0]
et a[j0]. Ensuite, déterminer la positionj1 du plus petit l’élément parmia[1], . . . , a[N − 1], et
échangera[1] eta[j1]. Nous continuons de cette manière jusqu’à ce que tous les ´eléments soient
à la bonne position.
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Algorithme 34 SELECTIONSORT(a)

Input: Suitea d’éléments avec des clés entières.
Output: Transformation dea telle quea[i].key ≤ a[i + 1].key pour0 ≤ i < N − 1

1: for i = 0, . . . , N − 2 do
2: min← i
3: for j = i + 1, . . . , N − 1 do
4: if a[j].key < a[min].key then
5: min← j
6: end if
7: end for
8: if min 6= i then
9: Echangera[min] eta[i]

10: end if
11: end for

Analyse

Nombre de comparaisons:Pour trouver le plus petit élément parmiℓ possibilités, il faut tou-
jours faireℓ− 1 comparaisons. Donc:

Cmax(N) = Cmin(N) = Cavg(N) =
N−2∑

i=0

(N − 1− i) =
N(N − 1)

2
= O(N2).

Nombre de mouvements:Nous rappelons d’abord que lesN ! permutations possibles des clés
ont toutes la même probabilité. Donc chacun des nombresk, 1 ≤ k ≤ N apparaı̂t à une position
donnéei avec probabilité1/N .
On obtient:

Mmax(N) = N − 1.

Mmin(N) = 0 (la ligne 9 de l’algorithme n’effectue l’échange
que s’il est nécessaire).

Mavg(N) = N−1
N

+ N−2
N−1

+ · · ·+ 1
2

= N − ln(N)−Θ(1) (exercice).

Exemple:
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Position

15 2 43 17 4 7 47

15 43 17 4 7 47

43 17 15 7 47

2 4 7 15

42

42

2 4 7 15 17 43

17

17 43 47

474317

43 47

7 15

157

47

0 1 3 4 5 6

2 4

2

2

Est-il possible de rendre l’algorithme plus efficace en choisissant une meilleure méthode pour
le calcul du minimum à chaque étape?

Théorème 6.1N’importe quel algorithme pour le calcul du minimum dei clés utilise au moins
i− 1 comparaisons (si seulement des comparaisons de clés sont admises).

Preuve (esquisse).On dessine le graphe qui a pour chacune desi entrées un sommet, et qui a une
arête entre chaque paire de sommets qui sont comparés. Parla formule d’Euler pour les arbres
(c.f. section 1.3.1), si on effectue moins quei − 1 comparaisons, ce graphe n’est pas connexe.
Mais alors une composante peut être strictement plus grande que l’autre ou aussi strictement plus
petite, sans influence sur les résultats des comparaisons.
Mais le minimum se trouvera alors forcément dans des composantes différentes dans ces deux
cas. Il s’en suit que dans un de ces cas au moins, l’output de l’algorithme sera faux. �

6.1.2 Insertion Sort

Algorithme de base

L’idée est d’insérer les éléments un par un dans une suite triée. En inséranta[i], il faut s’assurer
que la suitea[0], . . . , a[i− 1] est déjà triée et insérera[i] à la bonne position.

Cet algorithme peut être vu comme la méthode utilisée parun joueur de cartes qui place avec
la main droite les cartes distribuées, une à une, dans sa main gauche, en plaçant au bon endroit
chaque carte dans les cartes déjà triées qu’il tient dansla main gauche.

Exemple
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Algorithme 35 INSERTIONSORT(a)

Input: Suitea d’objets avec des clés entières.
Output: Transformation dea telle quea[i].key ≤ a[i + 1].key pour0 ≤ i < N − 1

1: for i = 1, . . . , N − 1 do
2: j ← i− 1
3: t← a[i]
4: while a[j].key > t.key and j ≥ 0 do
5: a[j + 1]← a[j]
6: j ← j − 1
7: end while
8: a[j + 1]← t
9: end for

2

15

2 15

2 4 15 17 43

431715742

2 4 7 15 17 43 47

17 43

2 15

15

43

47

477

74

4 7 47

47

17

1743

432 417 7

4 7 47

47

Position 0 1 2 3 4 5 6

Analyse

Nombre de comparaisons:Pour trouver à quelle position ajouter leième élémenta[i − 1] dans
a[0], . . . , a[i− 2], nous avons au moins1 et au plusi− 1 comparaisons à faire. On a donc

Cmax(N) =

N∑

i=2

(i− 1) = O(N2)

Cmin(N) = N − 1.

Il est aussi possible de montrer que

Cavg(N) = O(N2).

Nombre de mouvements:Pour insérer leièmeélémenta[i−1] dansa[0], . . . , a[i−2] nous avons
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au moins2 et au plus2 + (i− 1) mouvements à effectuer (pourquoi?). Donc

Mmax(N) = 2(N − 1) +

N∑

i=2

(i− 1) = O(N2)

Mmin(N) = 2(N − 1),

et il est aussi possible de montrer que

Mavg(N) = O(N2).

Binary Insertion Sort

Dans la version de base de INSERTIONSORT, l’algorithme fait une recherche linéaire pour trou-
ver dansa[0], . . . , a[i−1] la position à laquellea[i] doit être inséré. Cependant puisquea[0], . . . , a[i−
1] est triée, nous pouvons aussi utiliser l’algorithme de recherche binaire (ce qui réduit le nombre
de comparaisons nécessaires, mais pas le nombre de mouvements).

Dans ce qui suit, nous supposons que la procédure BINSEARCH(b, x) retourne, étant donné
une suite triéeb de longueurN , la positionj à laquelle il faudrait insérerx pour queb reste triée.
Plus formellement, l’outputj doit vérifier l’une des3 propriétés suivantes:

• j 6= 0, N et b[j − 1].key < x.key ≤ b[j].key.

• j = 0 et x.key ≤ b[0].key.

• j = N et b[N − 1] < x.key.

Par “insérerx à la positionj”, nous entendons copiera[i] versa[i + 1] pour touti = N −
1, . . . , j, puis copierx versa[j + 1].

Algorithme 36 INSERTIONSORTBIN(a)

Input: Suitea d’éléments avec des clés entières.
Output: Transformation dea telle quea[i].key ≤ a[i + 1].key pour0 ≤ i < N − 1

1: Posera(0) := (a[0])
2: for i = 1, . . . , N − 1 do
3: Poserj ← BINSEARCH(a(i−1), a[i])
4: Insérera[i] dansa(i−1) à la positionj, et appeler la suite résultantea(i)

5: end for

Analyse

Nombre de comparaisons:Nous supposons que toutes les clés dans la suite sont distinctes. Pour
insérera[i] dans la suitea(i−1), il nous faut faire une recherche binaire. Le nombre minimumde
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comparaisons pour insérera[i] est donc⌊log2(i)⌋. Le nombre maximum de comparaisons est
⌈log2(i)⌉. Donc

Cmin(N) =

N−1∑

i=1

⌊log2(i)⌋

≤ log2((N − 1)!)

= O(N log(N)).

Pour desN arbitrairement grands, il existe des suites qui atteignentcette borne. De la même
façon, poue le nombre maximal de comparaison on a

Cmax(N) = O(N log(N)).

Le nombre moyen de comparaisons de l’algorithme de recherche binaire estO(log(N)).
Ainsi:

Cavg(N) = O(N log(N)).

Nombre de mouvements:Le nombre de mouvements ne change pas avec BINSEARCH. Les
calculs restent donc les mêmes que pour la version de base deINSERTIONSORT.

6.1.3 Shell Sort

Cet algorithme de tri a été développé en 1959 par D.L. Shell. La définition suivante est la base
de SHELLSORT.

Définition. Soit 0 ≤ ℓ < N . On dit qu’une suite de clésk0, . . . , kN−1 estℓ-tri éesi pour tout
0 ≤ i < N − ℓ on aki ≤ ki+ℓ.

En particulier, une suite triée est donc la même chose qu’une suite1-triée.

L’idée est de choisir une suite d’incrémentsht > ht−1 > · · · > h1 = 1, et d’utiliser INSER-
TIONSORT pour transformer la suite originale en une suiteht-triéeSt, puis d’utiliser de nouveau
INSERTIONSORT pour tranformerSt en une suiteht−1-triéeSt−1, etc, pour finalement obtenir
une suiteh1-triée (donc triée)S1. Un bon choix d’incréments diminue le nombre de mouvements
nécessaires par rapport à INSERTIONSORT.

Exemple
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2 15 434 7 47

3

2

1

ositionP

h

h

h

47741743215

7 2 43 17 4 15 47

47434171527

17

=5

=3

=1

0 1 2 3 4 5 6

Quandh3 = 5, on considère les sous-suites suivantes obtenues par incrément de 5:

15 7
InsertionSort−→ . . . −→ 7 15

2 47
InsertionSort−→ . . . −→ 2 47

43
17
4

Puis on remplace dans leur position originale les sous-suites triées:

7 2 43 17 4 15 47

Puish3 = 3 et on considère les sous-suites suivantes obtenues par incrément de 3:

7 17 47
InsertionSort−→ . . . −→ 7 17 47

2 4
InsertionSort−→ . . . −→ 2 4

43 15
InsertionSort−→ . . . −→ 15 43

A nouveau, on remplace dans leur position originale les sous-suites triées:

7 2 15 17 4 43 47

Le cash1 = 1 revient à trier, avec INSERTIONSORT, la suite entière.

Dans cet exemple, le nombre de mouvements est 6, par opposition aux 8 mouvements nécessaires
si l’on utilise le tri par insertion.

Analyse

La partie la plus importante est de trouver le meilleur choixdes incréments pour que le
nombre de mouvements aussi petit que possible. Une réponsecomplète à cette question n’est
toujours pas connue. On peut cependant démontrer les faitssuivants:
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Algorithme 37 SHELLSORT(a, h)

Input: Suitea d’éléments avec des clés entières, suite d’incrémentsht > ht−1 > · · · > h1 = 1.
Output: Transformation dea telle quea[i].key ≤ a[i + 1].key pour0 ≤ i < N − 1

1: for k = t, . . . , 1 do
2: h← hk

3: for i = h, . . . , N − 1 do
4: v ← a[i]
5: j ← i
6: while j ≥ h and a[j − h].key > v.key do
7: a[j]← a[j − h]
8: j ← j − h
9: end while

10: a[j]← v
11: end for
12: end for

• Si une suite estk-triée et l’algorithme ci-dessus produit une suiteh-triée pourh < k, alors
la nouvelle suite restek-triée.

• Si une suite de longueurN est2-triée et3-triée, alors on peut la trier avec un passage de
INSERTIONSORT en utilisantN comparaisons.

• Pour toutn ≥ 1, si une suite de longueurN est2n-triée et3n-triée, alors la suite peut être
n-triée en un passage de INSERTIONSORT en utilisantN comparaisons.

• Soit 1 = h1 < h2 < h3 < · · · la suite contenant tous les entiers de la forme2a3b pour
a, b ≥ 0. Le temps de parcours de l’algorithme SHELLSORT avec cette suite d’incréments
estO(N(log N)2) (nombre de comparaisons et de mouvements dans le pire des cas)

6.1.4 Bubble Sort

L’idée de BUBBLESORT est très simple: L’algorithme procède par étapes, où àchaque étape
nous parcourons la suite et comparons les éléments adjacents. Nous les échangeons s’ils ne
sont pas dans le bon ordre. Nous continuons ces étapes jusqu’à ce qu’il n’y ait plus d’échanges
nécessaires.

Après la première étape (aussi appelé premier passage), a[N−1] est l’élément maximal de la
suite. Après le deuxième passage,a[N−2] est l’élément maximal parmia[0], . . . , a[N−2] (donc
le 2ème plus grand ’élément de la suite). De même, après laième étape,a[N − i] est l’élément
maximal parmia[0], . . . , a[N − i] (donc leièmeplus grand ’élément de la suite).

Donc après l’étapei, l’élément maximal parmia[0], . . . , a[N − i] a été déplacé jusqu’à la fin
de cette suite (à la positiona[N − i]); Comme une bulle qui monte à la surface de l’eau (et donc
le nombubble sort).
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Exemple

Position 0 1 2 3 4 5 6

1er pass. 15 2 43 17 4 7 47

2 15 43 17 4 7 47

2 15 17 43 4 7 47

2 15 17 4 43 7 47

2 15 17 4 7 43 47

2èmepass. 2 15 17 4 7 43 47

2 15 4 17 7 43 47

2 15 4 7 17 43 47

3èmepass. 2 15 4 7 17 43 47

2 4 15 7 17 43 47

2 4 7 15 17 43 47

Résultat 2 4 7 15 17 43 47

Algorithme 38 BUBBLESORT(a)

Input: Suitea d’éléments avec des clés entières.
Output: Transformation dea telle quea[i].key ≤ a[i + 1].key pour0 ≤ i < N − 1

1: Continue← TRUE
2: r ← N − 1;
3: while Continue estTRUE do
4: Continue← FALSE
5: for i = 0, . . . , r − 1 do
6: if a[i].key > a[i + 1].key then
7: Swapa[i] anda[i + 1]
8: Continue← TRUE;
9: end if

10: end for
11: r ← r − 1
12: end while

Analyse

Meilleur cas: N − 1 comparaisons et pas de mouvements (si la suite est déjà tr´ee).

Cmin(N) = N − 1

Mmin(N) = 0.
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Pire des cas:Quand la suite est triée de façon décroissante (pourquoi?).

Cmax(N) =
N(N − 1)

2
= O(N2),

Mmax(N) =

N∑

i=1

(i− 1) = O(N2).

Cas moyen:On peut montrer (plus difficilement) que

Cavg(N) = Mavg(N) = O(N2).

Nous terminons ici notre discussion des algorithmes de tri ´elémentaires. Nous étudions main-
tenant des algorithmes de tri plus sophistiqués avec des temps de parcours bien meilleurs.
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6.2 QUICKSORT

L’algorithme QUICKSORT a été inventé en 1962 par C.A.R. Hoare. Le nom “quicksort”est dû
au fait que c’est l’un des algorithmes de tri les plus rapidesconnus.

Dans des applications typiques de tri, les éléments associés aux clés peuvent être très grands.
Par exemple, il pourrait s’agir d’un site web formé de beaucoup d’images, de fichiers de son et
de vidéo, etc. Donc, la quantité de mémoire associée à un élément est une ressource précieuse
qu’il ne faut pas gaspiller. Nous appelons ce type de mémoire du “mémoire élément” pour
pouvoir distinguer ce type de mémoire de celui qu’utilise un programme pour fonctionner. Nous
disons qu’un algorithme est “in-place” s’il utilise seulement une quantité de mémoire élément
supplémentaireO(1). QUICKSORT est un algorithme in-place et diviser-pour-régner. Dans le
pire des cas son temps de parcours estO(N2) pour trier une suite de longueurN (donc pas
meilleur que les algorithmes de la section précédante), mais son temps de parcoursen moyenne
est

O(N log(N)).

L’idée est de choisir un élément arbitraireb appelé lepivot dans la suitea[0], . . . , a[N − 1] et
de diviser la suite en deux sous-suitesS1 etS2 avec les propriétés suivantes:

• S1 contient les élémentsa[i] avec

a[i].key ≤ b.key,

• S2 contient lesa[i] avec
a[i].key > b.key.

L’algorithme QUICKSORT est ensuite appliqué récursivement à ces deux sous suites.

Comment pouvons-nous construire une version in-place de cet algorithme?

Une sous-suite de la suite originale est spécifiée de façon unique par deux indicesℓ (a[ℓ]
est l’élément le plus à gauche) etr (a[r − 1] est l’élément le plus à droite). A chaque appel
récursif de QUICKSORT nous appelons la routine en spécifiantℓ et r. L’étape la plus importante
de l’implémentation de cet algorithme est la subdivision en sous-suites.

Ici: L’élément pivot est le dernier élément de la suite,donca[r − 1].

Nous prenons deux pointeursp et q; Au débutp pointe vers l’élémenta[r − 1] et q vers
l’élémenta[ℓ]. p se déplace vers la gauche jusqu’à ce qu’il trouve un élément plus petit que
a[r − 1] (le pivot); de la même façon,q se déplace vers la droite jusqu’à ce qu’il trouve un
élément plus grand quea[r − 1] (le pivot). Les contenus dea[p] et a[q] sont échangés, et le
processus est répété jusqu’à ce quep < q. Puisa[r − 1] eta[q] sont échangés.

Exemple(de l’étape de subdivision)
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Position ... 4 5 6 7 8 9 ...

5 7 3 1 6 4
Pivot

i j

...

1. i j

1 7 3 5 6 4

2. i j

1 73 5 6 4

3. ij

1 73 5 64

...

...

...

...

...

...

...

Donc ici ℓ = 4 et r = 10 (attention, la suite qui nous intéresse esta[ℓ], a[ℓ + 1], . . . , a[r− 1],
soit r − ℓ éléments). Le pivot esta[r − 1], donc dans notre exemple on apivot = a[9] = 4. Au
départp pointe versa[r − 1] (donc icia[9]), etq versa[ℓ] (donc icia[4]).

• Nous comparonsa[p] avec le pivot et voyons quepivot ≤ a[p] (4 ≤ 4), donc nous continuons
avecp.
• Nous déplaçonsp vers la gauche (donc maintenantp = 8) et comparonsa[p] avec le pivot.
Puisquepivot ≤ a[p] (4 ≤ 6) nous continuons avecp.
• Nous déplaçonsp vers la gauche (donc maintenantp = 7) et comparonsa[p] avec le pivot.
Cette fois nous avonsa[p] < pivot (1 < 4), nous laissons doncp en place et regardonsq.
• Nous comparonsa[q] avec le pivot et voyons quepivot < a[q] (4 < 5) donc nous laissonsq en
place.
• Nous échangeons a présenta[q] eta[p]. Notre suite est donc maintentant1, 7, 3, 5, 6, 4. • Nous
recommençons.

• Nous comparonsa[p] (p = 7 toujours) avec le pivot et voyons quepivot ≤ a[p] (4 ≤ 5), nous
continuons donc avecp.
• Nous déplaçonsp vers la gauche (donc maintenantp = 6). a[p] < pivot (3 < 4), nous laissons
doncp en place et regardonsq.
• Nous comparonsa[q] (q = 4 toujours) avec le pivot et voyons quea[q] ≤ pivot (1 ≤ 4) donc
nous continuons avecq.
• Nous déplaçonsq vers la droite (donc maintenantq = 5) et comparonsa[q] avec le pivot. Cette
fois nous avonspivot < a[q] (4 < 7) nous laissons doncq en place.
• Nous échangeons a présenta[q] eta[p]. Notre suite est donc maintentant1, 3, 7, 5, 6, 4. • Nous
recommençons.

• Nous comparonsa[p] (p = 6 toujours) avec le pivot et voyons quepivot ≤ a[p] (4 ≤ 7), nous
continuons donc avecp.
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• Nous déplaçonsp vers la gauche (donc maintenantp = 5) a[p] < pivot (3 < 4), nous laissons
doncp en place et regardonsq.
• Nous comparonsa[q] (q = 5 toujours) avec le pivot et voyons quea[q] ≤ pivot (3 ≤ 4) donc
nous continuons avecq.
• Nous déplaçonsq vers la droite (donc maintenantq = 6) et comparonsa[q] avec le pivot. Cette
fois nous avonspivot < a[q] (4 < 7) nous laissons doncq en place.
• Commep < q (5 < 6) ne n’échangeons pasa[p] eta[q], mais sortons de la boucle principale.

• Nous echangeonsa[q] et a[r − 1] (donca[6] et a[9]) pour obtenir comme suite1, 3, 4, 5, 6, 7.
Les deux sous-suites sont donc1, 3 (a[4], a[5]) et5, 6, 7 (a[7], a[8], a[9]) avec le pivot4 au milieu.
• Nous appelons donc QUICKSORT(a, 3, 6) et QUICKSORT(a, 7, 10)

Algorithme 39 QUICKSORT(a, ℓ, r)

Input: Suitea d’éléments avec des clés entières, indicesℓ et r
Output: Transformation dea[ℓ], . . . , a[r−1] telle quea[i].key ≤ a[i+1].key pourℓ ≤ i < r−1

1: if r ≤ ℓ + 1 then
2: return
3: end if
4: q ← ℓ
5: p← r − 1
6: pivot← a[r − 1].key
7: while p > q do
8: while a[p].key ≥ pivot and p > l do
9: p← p− 1

10: end while
11: while a[q].key ≤ pivot and q < r − 1 do
12: q ← q + 1
13: end while
14: if p > q then
15: Échangera[p] eta[q]
16: end if
17: end while
18: if q 6= r − 1 then
19: Echangera[q] eta[r − 1]
20: end if
21: QUICKSORT(a, ℓ, q)
22: QUICKSORT(a, q + 1, r)
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Exemple:

1 3 5 7

1 3 2 7 5 6

7  6  2  3  1  5  4

15 12

7  6  2  3  1  5  4  12  9  15  10

15

7  6  2  3  1  5  4  9

quicksort(a, 0, 11)

quicksort(a, 0, 8) quicksort(a, 9, 11)

quicksort(a, 0, 7)

quicksort(a, 0, 3) quicksort(a, 4, 7)

Analyse

On voit facilement que le temps de parcours est au plusO(N2). Pour une suite ordonnée
de façon décroissante, le nombre de comparaisons et de déplacements estΩ(N2), si le pivot est
choisi comme précédemment. Ainsi,

Cmax(N) = Ω(N2),

Mmax(N) = Ω(N2).

On voit facilement que le temps de parcours estΩ(N), puisque chaque élément de la suite
doit être inspecté. Pour une suite ordonnée de façon croissante, le nombre de mouvements est0.
Le nombre de comparaisons doit satisfaireCmin(N) = 2Cmin(N/2) + O(N). Donc en utilisant
le théorème 2.1, on peut conclure que

Cmin(N) = O(N log(N))

Mmin(N) = 0.
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Analysons maintenant le comportement moyen de QUICKSORT. Soit Tk(N) le coût total
(comparaisons + mouvements) moyen de QUICKSORT si le pivot est lekème élément le plus
petit, etTavg(N) le coût moyen de QUICKSORT pour trier une suite de longueurN . Alors

Tavg(N) =
1

N

N∑

k=1

Tk(N),

et
Tk(N) = bN︸︷︷︸

sous−division

+ Tavg(k − 1) + Tavg(N − k),

pour une constanteb.

Tavg(N) = bN +
1

N

N∑

k=1

(Tavg(k − 1) + Tavg(N − k))

= bN +
2

N

N∑

k=1

Tavg(k).

De là, on peut montrer (par induction) que

Tavg(N) ≤ cN log(N),

pour une constantec indépendante deN .

6.2.1 Variantes

Le choix du pivot est crucial pour la performance de l’algorithme QUICKSORT. Il y a plusieures
stratégies pour choisir le pivot, les plus connues sont 3-median strategy (strat́egie 3-ḿedianes)
et randomized strategy (strat́egie aĺeatoire):

• 3-Median Strategy: On choisit comme pivot la médiane de3 éléments de la suite (par
exemple la médiane du premier, dernier et élément du milieu).

• Randomized Strategy: On choisit comme pivot un élément aléatoire dans la suite. Avec
cette stratégie, la probabilité que QUICKSORT ait une mauvaise performance sur une suite
donnée est très petite.

6.3 HEAP SORT

Heapsort est une technique de tri qui avec un temps de parcours moyencomparable à celui de
QUICKSORT (O(N log(N))), mais qui a aussi un temps de parcoursO(N log(N)) dans le pire
des cas.
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Heapsort est aussi une methode in-place. Un arraya de longueurN peut être considéré
comme un arbre binaire avec racine de la façon suivante (représentation implicite): Les sommets
de l’arbre correspondent aux positions0, . . . , N − 1. La racine est à la position0, et les fils des
positionsi sont aux positions2i + 1 et2i + 2, à condition que ces valeurs soient plus petites que
N . Nous appelons un tel arbre un “array-tree” binaire.

Il est évident que la hauteur du array-tree binaire d’un array de longueurN estO(log(N)).
(Pourquoi?)

Un tableaua satisfait laheap property(propriét́e de monceau) si

a[i].key ≥ a[2i + 1].key pour touti vérifiant 2i + 1 < N
a[i].key ≥ a[2i + 2].key pour touti vérifiant 2i + 2 < N

On appelle un arbre binaire qui correspond à un tableaua unheap(monceau) si le tableau vérifie
la propriété heap.

Exemple: Le tableau[8,6,7,3,4,5,2,1] vérifie la propriété de heap, parce que

8 ≥ 6, 8 ≥ 7
6 ≥ 3, 6 ≥ 4; 7 ≥ 5, 7 ≥ 2

3 ≥ 1.

a[0]

a[1] a[2]

a[3] a[4] a[5] a[6]

a[7]

8

6 7

5 243

1

Comme déjà mentionné, unheap contenantN sommets a une hauteur deO(log(N)).

6.3.1 Sifting

La procédure de sift (lecriblageen français) est une procédure efficace qui peut être utilisée pour
insérer ou enlever des éléments dans un heap.

Nous apprendrons deux techniques de sifting: le “sift up” etle “sift down”. En utilisant la
terminologie des graphes, on peut décrire la procédure deSIFTDOWN de l’élément d’indicei
dans le tableaua de tailleN comme suit:
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Algorithme 40 SIFTDOWN(a, i)

Input: Suitea de N ’éléments à clés entières, et un entieri, 0 ≤ i < N pour lequela[i +
1], . . . , a[N − 1] vérifie la propriété de heap.

Output: Transformation dea telle quea[i], a[i + 1], . . . , a[N − 1] vérifie la propriété de heap.
1: Swapped← true
2: while Swapped = true and 2i + 1 < N do
3: Swapped← false
4: Trouver le plus grand filsa[j] dea[i]
5: if a[j].key > a[i].key then
6: Echangera[i] eta[j]
7: i← j
8: Swapped← true
9: end if

10: end while

Si le sommeti est une feuille ou s’il est plus grand que ses fils on ne fait rien. Sinon
on échange le sommeti avec le plus grand de ses fils et on recommence ce procédé de façon
récursive sur le fils qu’on vient d’échanger.

La performance de SIFTDOWN est facile à analyser:

Théorème 6.2 SIFTDOWN utilise au plusO(log(N/i)) comparaisons et́echanges.

Preuve. Remarquons d’abord que le nombre de comparaisons est au plusdeux fois la distance
entre le sommeti et le bas de l’arbre (deux comparaisons par niveau), et le nombre d’échanges
est au plus égal à ce nombre. La différence entre la hauteur totale du heap et la hauteur du
sommeti estO(log(N)− log(i)), et l’affirmation s’ensuit. �

La procédure SIFTDOWN a un analogue appelé SIFTUP. La procédure SIFTUP peut être
appliquée aui-ème sommet, sia[0], . . . , a[i−1] vérifient déjà la propriété de heap; après SIFTUP

on aura alors quea[0], . . . , a[i− 1], a[i] vérifient la propriété de heap. L’idée est d’échangera[i]
avec son parent si nécessaire, et de continuer ensuite avecle parent.

Il est facile de montrer que le coût de cette procédure estO(log(i)) (Exercice.)

6.3.2 Création d’un heap

Comment transformer un tableau donné en un heap? Nous verrons deux méthodes pour créer un
heap: La méthodetop-downet la méthodebottom-up.

La méthode top-down consiste à traverser la suitea[0], . . . , a[N − 1] de la gauche vers la
droite. Au pasi ≥ 1, nous effectuons un SIFTUP de l’élémenta[i] dans le heapa[0], . . . , a[i− 1]
déjà créé. Un argument d’induction montre que le résultat final est aussi un heap.
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Algorithme 41 SIFTUP(a, i)
Input: Suitea deN éléments à clés entières, et un entieri, 0 ≤ i < N aveca[0], . . . , a[i − 1]

vérifiant la propriété de heap.
Output: Transformation dea telle quea[0], . . . , a[i] verifie la propriété de heap.

1: Swapped← true
2: while Swapped = true et i > 0 do
3: Swapped← false
4: j ← ⌊(i− 1)/2⌋ (a[j] est alors le parent dea[i].)
5: if a[j].key < a[i].key then
6: Echangera[j] eta[i]
7: i← j
8: Swapped← true
9: end if

10: end while

Algorithme 42 TOPDOWNHEAPCREATE(a)

Input: Suitea d’éléments avecN clés entières.
Output: Transformation dea[0], . . . , a[N − 1] en un heap.

1: for i = 1, . . . , N − 1 do
2: SIFTUP(a, i)
3: end for

Le temps de parcours de cet algorithme peut être facilementanalysé. A l’étapei, le coût de
SIFTDOWN estO(log(i)), le coût total de l’algorithme est donc

N∑

i=2

O(log(i)) = O(log(N !)) = O(N log(N)).

La deuxième méthode pour créer un heap s’appellebottom-upet consiste à créer plusieurs
petits heaps. Cette fois nous traversonsa[0], . . . , a[N − 1] de la droite vers la gauche. A chaque
étapei la condition heap est vérifiée pour les élémentsa[i], a[i + 1], . . . , a[N − 1]. L’élément
a[i− 1] est inséré dans le heap en le siftant dans l’arbre binaire original.

Exemple: Creation d’un heap utilisant l’approche bottom-up. Dans cet exemple, les lettres en
gras indiquent la partie qui est déjà transformée en heap. Valeurs sous-lignées: Sift-down.
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Tableau: 2 1 5 3 4 8 7 6

a[3].key = 3: 2 1 5 6 4 8 7 3

a[2].key = 5: 2 1 8 6 4 5 7 3

a[1].key = 1: 2 6 8 3 4 5 7 1

a[0].key = 2: 8 6 7 3 4 5 2 1.

Algorithme 43 BOTTOMUPHEAPCREATE(a)

Input: Suitea àN éléments, avec clés entiers.
Output: Transformation dea[0], . . . , a[N − 1] en un heap.

1: for i = ⌊(N − 2)/2⌋, . . . , 0 do
2: SIFTDOWN(a, i);
3: end for

Le temps de parcours de cet algorithme est bien meilleur que celui de l’approche top-down:
pour chaque sommet dans l’arbre original, le coût de SIFTDOWN est (au plus) proportionnel à la
distance du sommet au dernier niveau de l’arbre.

Pour un arbre complet binaire à2h − 1 sommet (et de hauteurh − 1), on peut montrer par
induction que la somme des distances des sommet au dernier niveau est

2h − (h + 1).

Il s’ensuit que le temps de parcours de l’approche bottom-upestO(N).

6.3.3 L’algorithme HEAPSORT

Nous sommes maintenant prêts à définir l’algorithme de tri HEAPSORT. La démarche est la
suivante:

• Nous commençons avec la suitea[0], . . . , a[N − 1].
• Nous la transformons en un heap en utilisant l’approche bottom-up ou top-down.
• Pour chaques = 1, . . . , N − 1, nous échangeons la racine de l’arbre (a[0]) aveca[N − s], puis
faisons un SIFTDOWN dea[0] dans l’arbre donné par les élémentsa[0], . . . , a[N − s− 1].

Analyse

Le temps de parcours de HEAPSORT est la somme des temps de parcours de la création du
heap (enO(N)), et desN − 1 opérations de sift (chacune enO(log i)). Donc, le temps de

159



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Algorithme 44 HEAPSORT(a)

Input: Suitea deN éléments à clés entiers
Output: Transformation dea[ℓ], . . . , a[r−1] telle quea[i].key ≤ a[i+1].key pourℓ ≤ i < r−1

1: BOTTOMUPHEAPCREATE(a);
2: for i = N − 1, . . . , 1 do
3: Echangera[0] eta[i]
4: Swapped← true
5: j ← 0
6: while Swapped = true andj < i do
7: Swapped← false
8: if 2j + 1 ≥ i (a[j] n’a aucun fils avec indice< i) then
9: NEXT i

10: else
11: Soita[ℓ] le plus grand fils dea[j] tel queℓ < i
12: end if
13: if a[ℓ].key > a[j].key then
14: Echangera[j] eta[ℓ]
15: j ← ℓ
16: Swapped← true
17: end if
18: end while
19: end for
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parcours total dans le pire des cas est

O(N) +

N−1∑

i=1

O(log(i)) = O(N) + O(log(N !))

= O(N log(N)).

Exemple:

8

7

25

6

43

1

0

1

43

7

2

5 6
1

7

25

6

43

0

1

43

2

5 6

8
7

7

1

25

6

43

0

1

43

2

5 6

8
7

7

5

21

6

43

0

1

43

2

5 6

8
7

6.3.4 Priority Queues

Les heaps implémentent des queues à priorité (Priority Queues) de manière très efficace. Une
queue à priorité est une structure de données abstraite pour stocker des objets avec des clés. Deux
opérations sont possibles: ENQUEUE ajoute un élément et DELETEM IN enlève l’élément avec la
clé la plus petite.

De manière analogue, il y a une queue “max-priority queue” qui implémente les opérations
Enqueue et DeleteMax. Il est clair qu’une de ces structures de données peut être utilisée pour
implémenter l’autre avec une modification triviale (Exercice). Dans l’implémentation, une queue
à priorité pourrait être une paire consistant en un tableau (array) de longueur variable ainsi que
la longueur du tableau: de cette façon il est possible d’ajouter des éléments au tableau, ou d’en
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enlever. Dans certaines applications un tel tableau peut être de longueur fixe (par exemple pour
les codes de Huffman).

Pour une queue à prioritéP , on dénote par Array(P ) le tableau correspondant àP , parP [i]
le ieme élément du tableau, et par Length(P ) la longueur du tableau.

Algorithme 45 ENQUEUE(P, a)

Input: Queue à prioritéP , élémenta;
Output: Addition dei àP de telle façon que le nouveau tableau reste une queue à priorité

1: Length(P )← Length(P ) + 1
2: P [Length(P)− 1]← a
3: SIFTUP (Array(P ), Length(P )− 1)

Algorithme 46 DELETEMAX(P )

Input: Queue à prioritéP
Output: Effacement de l’élément maximal deP de telle façon que le nouveau tableau reste une

queue à priorité; L’élément maximal est retourné
1: a← P [0]
2: P [0]← P [Length(P )− 1]
3: Length(P )← Length(P )− 1
4: SIFTDOWN (Array(P ), 0)
5: return a
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7
Algorithmes de graphes

Nous avons étudié des structures de données pour représenter des graphes dans le chapitre 3.
Nous verrons dans ce chapitre plusieurs problèmes de graphes fondamentaux, et nous intro-
duirons des solutions algorithmiques pour ces problèmes.

Dans ce chapitre, l’ensemble des sommets sera en général notéV , celui des arêtesE et le
grapheG, i.e.,G = (V, E).

7.1 PARCOURIR DES GRAPHES

Nous étudions d’abord le problème deparcoursde graphe. “Parcourir un graphe” veut dire
énumérer tous les sommets atteignables depuis un sommets donné, en considérant d’abord les
voisins des, et itérativement les voisins des voisins, les voisins desvoisins des voisins, etc.

Le but est devisiter tous les sommets atteignables, i.e. d’effectuer une opération sur ces
sommets. Cette opération dépend de l’application concr`ete en question. Pour donner un exem-
ple simple, si nous voulons compter le nombre de sommets atteignables depuis un sommets,
nous pouvons parcourir le graphe et la visite d’un sommet consisterait alors à incrémenter un
compteur.

En général, on veut visiter chaque sommet atteignable exactement une fois, et il faut alors
résoudre deux problèmes. Il faut d’une part n’oublier aucun sommet, en s’assurant d’autre part
qu’aucun sommet ne soit visité plus d’une fois.

Nous verrons que le premier problème peut être résolu en maintenant un ensembleT énumérant
les sommets déjà vus mais pas encore traités. Pour résoudre le deuxième problème, nous mar-
quons les sommets traités de façon à savoir quels sommetssont encore à visiter.

Nous introduirons d’abord une solution abstraite pour le problème du parcours de graphe,
avant de spécialiser cette solution afin d’obtenir deux desalgorithmes les plus utilisés:Depth
First Search(DFS, profondeur d’abord) etBreadth First Search(BFS, largeur d’abord). La
différence entre les solutions spécialisées concerne l’ordre dans lequel le parcours a lieu.

Dans la méthode abstraite nous maintenons un ensembleT qui contient des sommets qui sont
connus atteignables depuiss, mais qui n’ont pas encore été visités. Au début le sommet s est le
seul élément de l’ensembleT . L’algorithme prend un sommetv dansT , le marque puis l’enlève
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deT et ajoute àT tous ses voisins non marqués. Dans cette section,N [v] dénote l’ensemble des
voisins d’un sommetv (N comme neighbor,voisin).

L’algorithme est décrit en pseudo-code ci-dessous.

Algorithme 47 ABSTRACTTRAVERSAL(G, s)

Input: GrapheG = (V, E), sommets ∈ V .
Output: Visiter et marquer les sommets deV qui peuvent être atteints depuiss.

1: T ← {s}.
2: Marquers.
3: while T 6= ∅ do
4: Choisirv ∈ T .
5: Visiter v.
6: T ← T \ {v}
7: while N [v] 6= ∅ do
8: Choisirv′ ∈ N [v]
9: N [v]← N [v] \ {v′}

10: if v′ n’est pas marquéthen
11: T ← T ∪ {v′}
12: Marquerv′

13: end if
14: end while
15: end while

Théorème 7.1Quand cet algorithme se termine, l’ensemble des sommets visités est exactement
l’ensemble des sommets atteignables depuiss.

Preuve.Nous montrons que l’ensemble de sommetsmarqúesest égal à l’ensemble des sommets
atteignables depuiss. Le résultat suivra alors parce que chaque sommet marqué est mis dans
l’ensembleT juste après qu’il est marqué, et chaque sommet qui est mis dansT est aussi visité,
étant donné la condition d’arrêt à la ligne 3.

Supposons par l’absurde quev ∈ V soit atteignable depuiss, mais pas marqué. Il existe un
chemin qui va des a v, i.e, s = v0 → v1 → · · · → vk−1 → vk = v. Soit ℓ le plus petit indice
pour lequelvℓ n’est pas marqué. On a alors0 < ℓ ≤ k. Le sommetvℓ−1 est marqué, il a donc
été choisi à la ligne 4 à un certain moment dans l’algorithme. Mais alors,vℓ a dû être choisi à la
ligne 8 à un certain moment, puis marqué à la ligne 12, une contradiction.

Inversement, supposons par l’absurde qu’il existe un sommet v′ ∈ V qui est marqué mais
qui n’est pas atteignable depuiss. Soitv′ le premier sommet à être marqué avec cette propriété.
Donc, v′ ∈ N [v] pour un certain sommet marquév. Puisquev′ était le premier sommet non
atteignable à être marqué, etv a été marqué avantv′, v est atteignable depuiss. Mais alorsv′ est
atteignable depuiss, une contradiction. �
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Théorème 7.2L’algorithme ci-dessus peut̂etre impĺement́e de façonà ce que son temps de
parcours soitO(|E|).

Preuve. Chaque sommet est inséré dansT au plus une fois, puisque seuls des sommets non
marqués sont insérés dansT (ligne 10). Pour chaque sommet inséré dansT , au plus tous ses
voisins seront considéreś aux lignes 7–14.

Définissonsd(v) comme étant le (out-)degree du sommetv. Le nombre de fois que la boucle
de la ligne7 est executée est au plus

∑

v∈V

d(v) =

{
|E| si G est orienté,
2|E| si G est non orienté.

Si les ensemblesN [v] sont réalisés avec une structure de données qui permet d’accéder àv′ en
temps constant (ligne 8), et d’enlever ce même élément entemps constant (ligne 9), et de même
pour l’ensembleT , alors le temps de parcours de l’algorithme estO(|E|). �

Exercice: Quelles structures de données doivent être utilisées pour stockerN [v] en permettant
d’insérer et d’enlever des éléments en temps constant?

Nous n’avons pas spécifié comment l’ensembleT devait être géré, et c’est exactement dans ce
choix que se trouve la différence entre les algorithmes concrets de parcours de graphes.

• Si nous utilisons unstack, nous obtenons alors l’algorithmeDepth First Search(DFS).

• Si nous utilisons unefile d’attente (queue), nous obtenons alors l’algorithmeBreadth First
Search(BFS).

7.2 L’ALGORITHME DEPTH FIRST SEARCH (DFS)

L’algorithme DFS est obtenu en réalisant ABSTRACTTRAVERSAL avecT étant un stack. Rap-
pelons que l’on peut effectuer sur un stackT les opérations suivantes:

• Top(T ) : Retourne l’élément sur le haut du stack.
• Pop(T ) : Enlève l’élément sur le haut du stack.
• Push(T, v) : insèrev sur le haut du stack (“push v ontoT ” ).
• StackEmpty(T ) : retourne vrai siT est vide, faux sinon.

7.3 L’ALGORITHME BREADTH FIRST SEARCH (BFS)

L’algorithme BFS est la variante de ABSTRACTTRAVERSAL qui utilise pourT la structure de
données queue. Rappelons que l’on peut effectuer surT les opérations suivantes:
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Algorithme 48 DFS(G, s)

Input: GrapheG = (V, E), sommets ∈ V .
Output: Visiter les sommets deV qui peuvent être atteints depuiss.

1: Push(T, s)
2: Marquers
3: while Not StackEmpty(T ) do
4: v ← Top(T )
5: Visiter v
6: Pop(T )
7: while N [v] 6= ∅ do
8: Choisirv′ ∈ N [v]
9: N [v]← N [v] \ {v′}

10: if v′ n’est pas marquéthen
11: Push(T, v′)
12: Marquerv′

13: end if
14: end while
15: end while

• Head(T ) retourne le premier élément de la queue.
• Dequeue(T ) enlève le premier élément de la queue.
• Enqueue(T, v) insèrev à la fin de la queue.
• QueueEmpty(T ) retourne vrai si et seulement siT est vide.

Exercices:

• Modifier l’algorithme BFS pour qu’il retourne pour chaque sommet sa distance par rapport
às.

• Modifier les algorithmes BFS et DFS pour qu’ils retournent pour chaque sommet la taille
de sa composante connexe.

• Construire une structure de données qui peut maintenir la liste précédente dans le cas
d’un graphe dynamique auquel on peut ajouter des sommets (mais duquel on ne peut pas
enlever de sommets), en gardant pour chaque sommet un pointeur sur un autre sommet
dans la composante connexe. Quel est le temps de parcours de votre algorithme?

7.4 TRI TOPOLOGIQUE (TOPOLOGICAL SORTING)

Supposons que nous voulons écrire un chapitre sur les algorithmes de graphes dans un sup-
port de cours d’algorithmique. Nous avons tout d’abord une liste de sujets que nous aimerions
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Algorithme 49 BFS(G, s)

Input: GrapheG = (V, E), sommets ∈ V .
Output: Visiter les sommets deV qui peuvent être atteints depuiss.

1: Enqueue(T, s)
2: Marquers
3: while Not QueueEmpty(T ) do
4: v ← Head(T )
5: Visiter v
6: Dequeue(T )
7: while N [v] 6= ∅ do
8: Choisirv′ ∈ N [v]
9: N [v]← N [v] \ {v′}

10: if v′ n’est pas marquéthen
11: Enqueue(T, v′)
12: Marquerv′

13: end if
14: end while
15: end while

traiter, comme “l’algorithme BFS”, “le tri topologique”, etc. Evidemment, nous ne pouvons pas
traiter les sujets dans n’importe quel ordre; par exemple avant d’étudier l’algorithme BFS, il est
obligatoire de comprendre ce que c’est qu’un parcourt de graphe; de manière générale, les su-
jets ont comme préalable d’autres sujets. Nous pouvons décrire ces dépendances à l’aide d’un
graphe: chaque sommet correspond à un sujet, et on met une arêtea → b s’il est nécéssaire (ou
souhaitable) de traiter le sujeta avant le sujetb.

Pour l’exemple du livre d’algorithmique, on aura peut-être un graphe comme le suivant:
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Parcourt de graphes

DFS BFS

Tri topologique
Dijkstra

MBF

Flux de réseau

Plus court chemin

Maximum Bipartite Matching

Le problème que l’auteur doit résoudre, est le suivant: dans quel ordre dois-je traiter les sujets
afin de ne jamais traiter un sujet avant d’avoir traité les préalables nécessaires. En termes du
graphe, la tâche est: trouver un ordre des sommets tel que pour toute paire de sommetsa, b ∈ V ,
si a vient avantb, alors il n’y a pas d’arêteb→ a. C’est un problème de tri topologique.

Plus formellement, letri topologiqued’un graphe orienté acycliqueG = (V, E) consiste à
donner un ordre aux sommetsv1, . . . , vn deG tel que(vi, vj) ∈ E implique quei < j. Voici un
autre exemple:

6 9

8

10

2
3

7

5

4

1

Un tri topologique possible d’un tel graphe est le suivant:
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10 9 2 3 7 18 4 56

Donc nous prenons les sommets de droite à gauche dans la figure ci-dessus pour obtenir
l’ordre voulu. Parmi les différentes applications de cette méthode de tri, signalons les exemples
suivants :

• Job scheduling : une famille de tâches (jobs) doit être accomplie avec certaines contraintes
quant à l’ordre dans lequel ceci doit être fait. On utilisealors un graphe orienté acyclique
où les sommets sont les tâches et une arête(u, v) représente la contrainte “la tâcheu doit
être effectuée avant la tâchev”.

• Les parenthèsements valables avec 3 paires de parenthèses sont en bijection avec tous les
tris topologiques possibles du graphe suivant:

La bijection s’obtient en associant aux sommets de gauche des parenthèses ouvertes à droite
et aux sommets de droite des parenthèses ouvertes à gauche. Ce cas est facile a généraliser.

Comment trouver un ordre topologique d’un graphe? Pour reprendre l’exemple du cours
d’algorithmique ci-dessus, une approche simple est de d’abord traiter tous les sujets sans préalables,
ensuite les sujets qui ont juste comme préalables les sujets déjà traités et ainsi de suite.

En effet, cette approche est l’idée de base de l’algorithmeTOPSORT que nous discuterons
maintenant plus en détails.

Dans l’algorithme suivant nous donnons des indices aux sommetsv. L’indice du sommet
v est dénoté parv.label. Nous utiliserons une queueQ qui contiendra l’ensemble de tous les
sommets visités jusqu’à présent qui pourraient être utilisés en tant que prochain élément dans le
tri topologique. L’algorithme traverse les sommets déjàdans présents dansQ, et les enlève du
graphe. Si pendant cette procédure le in-degré d’un sommet est réduit à zero, alors ce sommet
est ajouté àQ.
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Algorithme 50 TOPSORT(G)

Input: Graphe acyclique orientéG = (V, E).
Output: Tri topologique deG, donné par les indices des sommetsv.label.

1: Initialiserv.Indegree pour toutv ∈ V (e.g., via DFS).
2: t← 0
3: for i = 1, . . . , n do
4: if vi.Indegree= 0 then
5: Enqueue(Q, vi)
6: end if
7: end for
8: while Not QueueEmpty(Q) do
9: v = Head(Q)

10: Dequeue(Q)
11: t← t + 1
12: v.label =t
13: for w ∈ N [v] do
14: w.Indegree← w.Indegree− 1
15: if w.Indegree = 0then
16: Enqueue(Q, w)
17: end if
18: end for
19: end while
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Rappelons queN [v] dénote l’ensemble des voisins du sommetv.

Théorème 7.3Le temps de parcours deTOPSORT estO(|V | + |E|), et il a besoin deO(|V |)
mémoire en plus.

Preuve.Exercice.

Exercice. En quoi consiste la visite d’un sommet si l’on veut utiliser DFS pour initialiser
v.Indegree dans le pas 1 de TOPSORT?

7.5 CHEMINS LES PLUS COURTS

Supposons que nous disposons d’une carte du réseau routierdu canton de Vaud. Nous nous
trouvons à Forel et nous aimerions trouver les plus courts chemins de Forel à tous les autres
villages du canton. Nous pouvons modéliser ce problème comme un problème de graphe: chaque
village est un sommet et les routes sont des arêtes entre lesvillages. Chaque arête (route entre
villages) a une longueur. Le problème est alors de trouver pour chaque sommetx, le chemin
du sommet de départ (Forel dans l’exemple) arrivant àx tel que la somme des distances sur le
chemin soit minimale.

Nous décrivons d’abord le problème plus formellement. Soit G = (V, E) un graphe orienté
avec une fonction poidsc : E → R>0. Donc chaque arêtee a un certain poidsc(e). Nous
voulons trouver les chemins les plus courts d’un sommets ∈ V donné à tous les sommetsv ∈ V
atteignables depuiss. Il faut préciser ici quelle notion nous attribuons à la d´efinition de “plus
court”. Le coût d’un chemin est la somme des poids des arêtes sur le chemin et parchemin le
plus court, on entendle chemin pour lequel le coût est minimal.

Exemple: V = {v1, . . . , v7}; s = v1
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1
1

1

12

2

3

3

3

4

4

5

5

6

7

7

ℓ(v): Longueur du chemin le plus court du sommet1 au sommetv, ℓ(v) = ∞ si v n’est pas
connecté às.

ℓ(v1) = 0; ℓ(v2) = 1; ℓ(v3) = 1;
ℓ(v4) = ∞; ℓ(v5) = 3; ℓ(v6) = 12;
ℓ(v7) = 7;

L’ algorithme de programmation dynamiquesuivant, dû à Dijkstra (1959) calcule les chemins
les plus courts des à tous lesv ∈ V auxquelss est connecté. Il maintient un ensembleT qui,
à la fin du parcours de l’algorithme, contient tous les sommets dansV atteignables depuiss. A
chaque étape pour toutw ∈ T la valeurℓ(w) sera la longueur du chemin le plus court des àw.

Théorème 7.4L’algorithme de Dijkstra est juste, i.e., la valeurℓ(w) détermińee est en effet la
longueur du plus court chemin des à w pour toutw ∈ V .

Preuve. Pour la preuve, notonsℓvrai(v) la vraie longueur du plus court chemin des à v. Il s’agit
donc de montrer qu’à la fin de l’algorithme, nous avonsℓ(v) = ℓvrai(v) pour toutv ∈ V . Pour
simplifier les notations, nous posonsc(v, w) =∞ si (v, w) /∈ E.

Nous montrons d’abord que l’algorithme ne se termine pas avant queT couvre toute la com-
posante connexe des. Nous montrons ceci par l’absurde. NotonsS la composante connexe de
s. Si T est un sous-ensemble propre non-vide deS, alors il existe un voisinw deT . Soitv ∈ T
tel que(v, w) ∈ E. On aℓ(v) <∞ (puisqu’ aucun élémentv avecℓ(v) =∞ n’est jamais ajouté
àT ) et c(v, w) <∞ et doncℓ(w) ≤ ℓ(v) + c(v, w) < ∞. Doncw peut être choisi à l’étape 15,
et il ne s’agit alors pas de l’itération finale. Donc à la fin de l’algorithme, on aT = S.
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Algorithme 51 DIJKSTRA(G, s)

Input: Graphe orientéG = (V, E) avec fonction de poidsc : E → R>0, sommets ∈ V .
Output: Pour toutv ∈ V la distance la plus courteℓ(v) entres et v.

1: for v ∈ V \ {s} do
2: ℓ(v)←∞
3: end for
4: ℓ(s)← 0, T ← ∅, v ← s
5: while v 6= NULL andℓ(v) 6=∞ do
6: T ← T ∪ {v}
7: for w ∈ V \ T do
8: if (v, w) ∈ E then
9: d← ℓ(v) + c(v, w)

10: if d < ℓ(w) then
11: ℓ(w)← d
12: end if
13: end if
14: end for
15: Choisirv dansV \ T de façon à ce queℓ(v) soit minimal,

poserv := NULL si V \ T = ∅.
16: end while

Montrons maintenant que pour toutv ∈ T , ℓ(v) est la longueur d’un chemin des à v; il s’en
suivra queℓ(v) ≥ ℓvrai(v).

Pour montrer cela, on procède par induction sur|T |. Il n’y a rien à montrer pour|T | = 0.
Supposons maintenant qu’un élémentw est ajouté àT . La propriété est vraie surT \ {w} par
hypothèse d’induction et il suffit donc de la montrer pourw. La valeur deℓ(w) vaut ℓ(w) =
ℓ(v) + c(v, w) pour un certainv ∈ T ; par hypothèse d’induction, un chemins → · · · → v de
longueurℓ(v) existe. Le chemins→ · · · → v → w est alors de longueurℓ(v)+ c(v, w) = ℓ(w),
comme voulu.

Pour la suite, nous aurons besoin de l’égalité

ℓ(w) = min
v∈T

(
ℓ(v) + c(v, w)

)
,

qui est vraie parce que la boucle des lignes 7 - 14 met à jourℓ(w) pour chaquev ajouté àT .

Montrons que pour toutv ∈ T , ℓ(v) ≤ ℓvrai(v) (et que alorsℓ(v) = ℓvrai(v)). Nous procédons
de nouveau par récurrence sur|T |. Nous considérons l’étape oùw ∈ V est ajouté àT . Soit
s = w0 → w1 → · · · → wm = w un plus court chemin des àw.

Il nous faut d’abord voir que alorswm−1 ∈ T . (En fait nous montrerons même quew0, w1, . . . , wm−1 ∈
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T ). Soit, par l’absurde,0 < k < m le plus petit indice avecwk /∈ T . Alors

ℓ(w) ≥ ℓvrai(w)

> ℓvrai(wk)

= ℓvrai(wk−1) + c(wk−1, wk)

= ℓ(wk−1) + c(wk−1, wk) (par hypothèse d’induction)

≥ min
v∈T

(
ℓ(v) + c(v, wk)

)

= ℓ(wk),

contradisant le choix dew à l’étape 15:wk aurait été un meilleur choix.

Doncwm−1 ∈ T , et alors

ℓvrai(w) = ℓvrai(wm−1) + c(wm−1, w)

= ℓ(wm−1) + c(wm−1, w) (par hypothèse d’induction)

≥ min
v∈T

(
ℓ(v) + c(v, w)

)

= ℓ(w),

comme voulu. �

Voici le résultat concernant la vitesse de l’algorithme:

Théorème 7.5L’algorithme de Dijkstra a un temps de parcoursO(n2) et a besoin deO(n) de
mémoire, òu n = |V |.

Preuve.La boucle while à la ligne 5 est executée au plusn fois. A chaque étape tous les voisins
de v en dehors deT sont considérés aux lignes 8–13. Le nombre de tels sommetsest au plus
d(v), le out-degree dev. Ainsi, les lignes 8–13 sont executées|E| fois au total.
Ligne 15: Sans une queue à priorité, tous les éléments deV \ T doivent être inspectés, le temps
de parcours de la ligne 15 sur tout l’algorithme est doncO(n2). Puisque|E| = O(n2), le premier
résultat s’ensuit.

Finalement, nous devons stockerℓ(v) pour toutv ∈ V , il nous faut dontO(n) mémoire en
plus (puisque|V | = n). Remarquons que nous ne prenons pas en compte le fait que lesnombres
ℓ(v) deviendront plus grands quandn augmente, et nécessiteront donc plus de mémoire.�

Avec la bonne structure de données (Fibonacci-Heaps), le temps de parcours peut être réduit
àO(n log(n) + |E|). (sans preuve)

Exercice: Modifier l’algorithme de Dijkstra pour qu’il retourne pourchaque sommet son prédécesseur
sur un chemin le plus court depuiss. (Au lieu de simplement retourner la longueur du chemin le
plus court).Indice: Ajouter un membrepred (pour mémoriser le prédécesseur sur le plus court
chemin) aux sommets.
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7.6 L’ALGORITHME DE MOORE-BELLMAN-FORD

Le grand désavantage de l’algorithme de Dijkstra est que les coûts des arêtes doivent être non-
négatifs.

Il existe un algorithme qui n’a pas cette restriction. Il s’agit de l’algorithme de Moore-
Bellman-Ford dans lequel les coûts peuvent être négatifs. Cependant, la seule exigence est la
non-existence de cycles de longueur négative.

Remarquons que cette dernière condition est en fait une restriction essentielle, plutôt qu’une
restriction de l’algorithme: s’il y a un cycle de poids négatif, alors le problème n’est pas bien
posé; dans ce cas, un chemin de poids arbitrairement petit peut être construit simplement en
tournant au rond dans ce cycle.

Algorithme 52 MBF(G, s)

Input: Graphe orientéG = (V, E) avec fonction poidsc : E → R qui ne contient pas de cycles
de longueur négative,s ∈ V .

Output: Pour toutv ∈ V la distance la plus courteℓ(v) entres et v.
1: for v ∈ V \ {s} do
2: ℓ(v)←∞
3: end for
4: ℓ(s)← 0
5: for i = 1, . . . , n− 1 do
6: for (v, w) ∈ E do
7: d← ℓ(v) + c(v, w)
8: if d < ℓ(w) then
9: ℓ(w)← d

10: end if
11: end for
12: end for

Théorème 7.6L’algorithme de Moore-Bellman-Ford est correct et calculeson output en util-
isantO(mn) opérations, òu m = |E| etn = |V |.

Preuve. L’assertion sur le temps de parcours est évidente. Montrons à présent que l’algorithme
est correct:

Remarquons que pendant le parcours de l’algorithme, siℓ(v) 6=∞, on a toujours qu’il existe
un chemins→ · · · → v de longueurℓ(v) pour n’importe quelv ∈ V . On voit cela par induction
sur le nombre de fois que l’étape 9 est executée: il faut alors montrer que la mise à jour

ℓ(w)← d = ℓ(v) + c(v, w)
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n’invalide pas l’affirmation. C’est vrai parce que par hypothèse d’induction, on a un chemin
s → · · · → v de longueurℓ(v). Mais alors le chemins → · · · → v → w est de longueur
ℓ(v) + c(v, w), comme désiré.

Montrons maintenant que les longueurs trouvées sont les plus courtes possibles.

Remarquons d’abord qu’il suffit de prouver que l’algorithmetrouve la longueur du plus court
chemin passant parn − 1 arêtes, car il existe toujours un chemin le plus court des à w qui
utilise au plusn − 1 arêtes. En effet si un chemin en avait plus quen − 1, alors au moins un
sommet apparaı̂trait au moins deux fois sur le chemin, il devrait donc contenir un cycle. Ce cycle
pourrait être enlevé, sans augmenter le poids du chemin (puisqu’il n’y a pas de cycles négatifs).
Ce procédé pourrait être continué jusqu’à ce que chaque sommet sur le chemin apparaisse au
plus une fois, résultant en un plus court chemin passant parau plusn− 1 arêtes.

Étant donné l’affirmation précédente, il suffit de montrer que après lai-ème itération de la
boucle des lignes 5-12,ℓ(v) est inférieur où égal à la longueur du plus court chemins→ · · · → v
passant par au plusi arêtes.

On prouvera cela par induction suri. Soit ℓvrai,i(v) la longueur du plus court chemins →
· · · → v passant par au plusi arêtes. Soitℓi(v) la valeur deℓ(v) déterminée par l’algorithmèa la
fin de lai-ème itération.

Soit ℓi,w(v) la valeur deℓ(v) à la ligne 7 lorsque la variablew = w et i = i. Notons que
pendant lai-ème itération, on a alors toujoursℓi−1(v) ≥ ℓi,w(v), vu queℓ(v) n’augmente jamais.

À la i-ème itération, on a

ℓvrai,i(w) = min{ℓvrai,i−1(w), min
(v,w)∈E

{ℓvrai,i−1(v) + c(v, w)}}

≥ min{ℓi−1(w), min
(v,w)∈E

{ℓi−1(v) + c(v, w)}} (hyp. d’induction terme par terme)

≥ min{ℓi−1(w), min
(v,w)∈E

{ℓi,w(v) + c(v, w)}} (commeℓi−1(v) ≥ ℓi,w(v))

= ℓi(w),

prouvant l’affirmation et terminant la preuve. �

7.7 FLUX DE RÉSEAU

Définition. Un réseau(network) (G, c, s, t) est un graphe orientéG = (V, E) avec unefonction
de capacit́e c : E → R>0 et deux sommets distinguéss ∈ V et t ∈ V appelés respectivement
sourceet sink. Nous supposons que tout autre sommet dansV est sur un chemin des verst.

Définition. Un flux (flow) est une applicationf : E → R≥0 telle que:
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1. Pour toute ∈ E on af(e) ≤ c(e) (contrainte de capacité)

2. Pour toutv ∈ V \ {s, t}:
∑

e∈E(v,V \{v})
f(e) =

∑

e∈E(V \{v},v)

f(e),

i.e., tout ce qui rentre dans le sommetv doit aussi en sortir (sauf pours et t).

On peut par exemple avoir un réseau de tuyaux (les arêtes).On veut faire couler de l’eau de
s verst. La contrainte de capacité (condition 1 dans la définitionde flow) exprime alors le fait
que chaque tuyau a un débit (capacité) maximal (en litres par secondes), et la condition 2 dit que
à chaque sommet (p.e. bifurcation de tuyaux), il entre autant d’eau par unité de temps qui sort.

Dans le réseau suivant, les sommets sont des villes et les capacités des capacités de transport
entre les villes. Ici, on as = Liverpool ett = Istanbul.

London Milano

EindhovenLyon

8

2

15

3

10

11

7

4

14

37
Liverpool Istanbul

Voici un flux possible sur ce réseau:

London Milano

EindhovenLyon

Liverpool Istanbul

1/10

3/3

6/7

8/8

3/11

14/14

4/7

0/2 2/4

12/15

2/3
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Définition. La valeurd’un flux f est

|f | =
∑

e∈E(s,V \{s})
f(e)−

∑

e∈E(V \{s},s)
f(e).

Donc|f | donne laquantit́e nettetransportée des à t.

Dans l’exemple ci-dessus on a|f | = 14.

Définition. Etant donné un réseau, unflux maximalest un flux qui a la plus grande valeur parmi
tous les flux possibles.

Remarquons qu’un flux maximal n’est pas forcément unique, c’est-à-dire qu’il peut y avoir
plusieurs flux qui ont la valeur maximale. Nous nous intéressons au problème suivant:

Problème.Etant donné un réseau, trouver un flux maximal.

La notion de cut nous fournira un critère de maximalité d’un flux.

Définition. Un cut (S, T ) avecS, T ∈ V est une partition deV : S ∩ T = ∅, S ∪ T = V , avec
s ∈ S, t ∈ T . L’ensemble des arêtes allant deS àT est

E(S, T ) := (S × T ) ∩ E.

Pourx ∈ S on poseE(x, T ) := E({x}, T ) (de même pourS ety ∈ T ).

Dans l’exemple ci-dessus, prenons pourS les villes en Angleterre et pourT les autres villes,
i.e., S = {London, Liverpool} et T = V \ S. La masse partant de Liverpool et arrivant à
Istanbul doit bien passer la frontière anglaise à un moment donné. Le lemme suivant exprime
cette observation.

Lemme 2 Soit(G, c, s, t) un réseau,(S, T ) un cut etf un flux. Alors

|f | =
∑

e∈E(S,T )

f(e)−
∑

e∈E(T,S)

f(e).

Preuve.

|f | =
∑

e∈E(s,V \{s})
f(e)−

∑

e∈E(V \{s},s)
f(e)

=
∑

v∈S




∑

e∈E(v,V \{v})
f(e)−

∑

e∈E(V \{v},v)

f(e)




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=
∑

v∈S




∑

x∈S
(v,x)∈E

f((v, x)) +
∑

x∈T
(v,x)∈E

f((v, x))

−
∑

x∈S
(x,v)∈E

f((x, v))−
∑

x∈T
(x,v)∈E

f((x, v))





=
∑

v,x∈S
(v,x)∈E

f((v, x)) +
∑

v∈S,x∈T
(v,x)∈E

f((v, x))

−
∑

v,x∈S
(x,v)∈E

f((x, v))−
∑

v∈S,x∈T
(x,v)∈E

f((x, v))

=
∑

v∈S,x∈T
(v,x)∈E

f((v, x))−
∑

v∈S,x∈T
(x,v)∈E

f((x, v))

=
∑

e∈E(S,T )

f(e)−
∑

e∈E(T,S)

f(e)

�

Aussi, la capacité transporté de Liverpool à Istanbul nepeut pas excéder la capacité de la
frontière anglaise. Plus formellement,

Lemme 3 Soit(G, c, s, t) un réseau,(S, T ) un cut etf un flux. Alors

|f | ≤
∑

e∈E(S,T )

c(e).

Preuve.Suit du lemme précédent, puisque

∀e ∈ E : 0 ≤ f(e) ≤ c(e).

�

Remarquons qu’on peut choisir un cut et un flux quelconque dans le lemme précédent. En
particulier, le lemme implique que le flux maximal ne peut pasêtre plus grand que le cut minimal.

Nous allons voir qu’en fait, le flux maximal estégal au cut minimal. Pour prouver cette
assertion nous avons besoin de nouvelles notations:

Pour une arêtee = (u, v) ∈ E donnée, l’arête inversedee est l’arête
←
e := (v, u).
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A un flux f on peut associer legraphe ŕesiduel(Gf , c
′, s, t) de f . Les arêtes du graphe

résiduel sont
E ′ := {e | e ∈ E ∧ f(e) < c(e)} ∪ {←e | e ∈ E ∧ f(e) > 0}.

En français, on met une arête entre deux sommets pour chaque arête pour laquelle la capacité
n’est pas épuisée par le flux, et on met une arête en sens inverse pour chaque arête de flux non-
nul. (Techniquement, le graphe résiduel est un multigraphe, i.e. il peut y avoir plusieurs arêtes
entre deux sommets. Nous ignorons ce problème ici.)

cf(e′) :=

{
c(e′)− f(e′) si e′ ∈ E,

f(e) si e′ =
←
e pour une ∈ E.

On acf(e) > 0 pour toute ∈ E ′.

Le graphe résiduelGf représente donc les différentes façons dont on peut modifier le flux
f(e) sur chaque arête. Sif(e) < c(e) alors on peut augmenterf(e) puisqu’il n’a pas atteint la
capacité de l’arête. Sif(e) > 0 alors on peut diminuer le flux sur l’arêtee.

Un cheminf -augmentantP du réseau(G, c, s, t) par rapport au fluxf est uns-t-chemin dans
le graphe résiduelGf . f est augmenté parγ ∈ R>0 via P , si pour toute arêtee′ deP on a la
propriété suivante : sie′ ∈ E, alorsf(e) est augmenté deγ, si e′ =

←
e , alorsf(e) est diminué de

γ.

Le graphe résiduel pour un certain flux représente les modifications possibles pour ce flux.

Exemples:
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5

11

1

12

3

12

7

3

11

4

1

9

5

11

5

8

3

4

5

12

7

3

11

4

5

11

11

15

19

12/12

1/4 7/710

11/14

4/412/13

12/12

1/4 7/7

15/20

10 4/9

11/14

4/48/13

0/9

11/16

11/16
19/20

s

s

s

s

t

t

t

t

v1

v1

v1

v1

v2

v2

v2

v2

v3

v3

v3

v3

v4

v4

v4

v4

La valeur du flux a été augmentée de4. Augmenter deγ ∈ R>0 augmente la valeur du flux
deγ (en général). Restriction:γ ne doit pas être plus grand qu’une capacité résiduelle.

Théorème 7.7Soitf un flux dans un ŕeseau(G, c, s, t). Les assertions suivantes sontéquivalentes:

(a) f est un flux maximal,
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(b) Gf ne contient pas de chemins augmentants,

(c) Il existe un cut(S, T ) avec

|f | =
∑

e∈E(S,T )

c(e).

Preuve.(a)⇒ (b): Supposons queGf contient un chemin augmentantP . Soitγ := mine′∈E′ cf (e
′).

Par définition decf on aγ > 0. Donc, la valeur def serait diminuée en augmentantf via P de
γ, une contradiction.

(b) ⇒ (c): Gf ne contient pas de chemins augmentants, donct n’est pas atteignable depuis
s dansGf . Soit S l’ensemble des sommets atteignables dansGf depuiss, doncs ∈ S, t /∈ S,
donc(S, T ), T = V \ S, est un cut. Par définition decf :

∀e ∈ E(S, T ) f(e) = c(e)
∀e ∈ E(T, S) f(e) = 0

En effet, si on n’avait pasf(e) = c(e) pour un certaine ∈ (S, T ), alors il y aurait une arête dans
Gf entreS et T , donc un sommet deT serait atteignable depuiss, une contradiction. De même
pour l’autre égalité. Par le Lemme 7.1:|f | =∑e∈E(S,T ) c(e).

(c)⇒ (a): Suit du Lemme 7.2. �

Ce résultat implique le célèbre Théorème de Ford-Fulkerson qui suit:

Théorème 7.8 (Ford-Fulkerson)La valeur du flux maximal dans un réseau est́egale à la
valeur du cut minimal du ŕeseau.

L’algorithme suivant est dérivé directemement de la preuve du théorème de Ford-Fulkerson:

Algorithme 53 MAX FLOWM INCUT(G, c, s, t)

Input: Réseau(G, c, s, t)
Output: Flow maximal dans le réseau des à t.

1: for e ∈ E do
2: f(e) = 0
3: end for
4: Construire un cheminf -augmentantP ; STOP si un tel chemin n’existe pas.
5: Poserγ := mine cf(e), oùe parcourt toutes les arêtes deP .
6: Augmenterf via P deγ.
7: GOTO Etape 4.

Le temps de parcours de cet algorithme est problématique. Si les capacités sont des valeurs
entières, alors il est possible d’obtenir un algorithme avec un temps de parcours exponentiel.
Voir l’exemple ci-dessous.
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s

s

s

u

u

u

v

v

v

t

t

t

106

106

106106

106
106

1

1

1

1

1

1

1

1

1

106 − 1

106 − 1

106 − 1

106 − 1

106 − 1

106 − 1

Quand des capacités irrationnelles sont utilisées, il n’est même pas certain que l’algorithme
termine. Le problème est que nous n’avons rien dit sur comment ces chemins peuvent être
construits. Si nous utilisons un chemin augmentant le plus court à chaque étape (par exemple, en
utilisant l’algorithme BFS), alors on peut montrer que l’algorithme termine après au plusmn/2
augmentations. Puisque chaque recherche BFS nécessite untemps de parcours de l’ordre de
O(m), on obtient un temps de parcoursO(m2 · n) pour l’algorithme.

Nous ne prouvons pas ce résultat ici.
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Exemple: Maximiser le flux des à t ci-dessous:

s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/6

0

0

1

0

0

1

0

1

On trouve un chemin augmentant et l’amélioration correspondante:

s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/6

0

0

1

0

0

1

0

1

=⇒

s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/60

0

1

0

1

3

3

4

On répète la procédure:
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s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/60

0

1

0

1

3

3

4

=⇒

s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/6

1

0

3

3

4

3

2

2

Encore une fois:

s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/6

1

0

3

3

4

3

2

2

=⇒

s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/6

4

3

4

4

0

0

3

3

Encore:
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s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/6

4

3

4

4

0

0

3

3

=⇒

s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/6

4

3

0

5

5

1

4

4

Finalement, on obtient le flux optimal, comme le montre le cut:

s

t

/3

/7

/5

/2

/2

/5 /4

/6

4

3

0

5

5

1

4

4

Min Cut
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7.8 APPLICATION: MAXIMUM BIPARTITE MATCHING

Considérons le problème suivant: étant donné un ensemble dem élèves, et un ensemble den
chambres, et pour chaque élève la liste des chambres qui l’intéressent, donner à chaque élève
une chambre de telle façon qu’autant d’élèves que possible soient satisfaits. (Une chambre peut
contenir exactement un élève).

C’est le problème de “maximum bipartite matching”.

En général: étant donné un graphe biparti avecm sommets sur la gauche etn sommets sur la
droite, un matching de tailleℓ dans le graphe consiste en

• ℓ sommets de gauche,

• ℓ sommets de droite,

• un sous-ensemble deℓ arêtes qui connecte chacun desℓ sommets de gauche à un des
sommets de droite et vice versa.

Un maximum bipartite matchingest un matching pour lequelℓ est aussi grand que possible. Nous
exposons une solution a ce problème basé sur l’algorithmede flux de réseau:

SoientL etR les ensembles de sommets sur la gauche et sur la droite. Ajouter des sommets
s et t, pour lesquelss est connecté a tous les sommets dansL, et tous les sommets dansR
sont connectés àt. On oriente tous les sommets de la gauche vers la droite, et onleur donne
une capacité de 1. On peut alors appliquer l’algorithme MAX FLOWM INCUT du paragraphe
précédent pour trouver un flux maximal auquel correspondra alors un matching maximal.

Exemple: Supposons que nous avons4 étudiants et5 chambres. Nous commençons avec un
graphe biparti qui indique quelles sont les chambres par lesquelles est intéressé chaque élève:

Etudiants Chambres
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Nous ajoutons les sommetss et t, orientons le graphe et ajoutons les capacités, comme décrit
ci-dessus. On obtient ainsi un réseau:

1

1

1

Etudiants Chambres

s 1

1

1

1

1

1

1

1

1

t

1

1

1

1

Nous construisons ensuite un fluxf :

0/1

1/1

1/1

Etudiants

1/1

0/1

0/1

0/1

1/1

1/1

t

1/1

Chambres

0/1

1/1

1/1

1/1

s

0/1

0/1

Nous construisons le graphe résiduel par rapport àf :
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1

1

1

1

1

1
1

1

s
1

1

1

Etudiants Chambres

1

1

1

1

1

t

Nous trouvons un cheminf -augmentant:

1

s

1

1

1

1

1
1

1

1

Etudiants Chambres

1

1

1

1

t
1

1

1

Et obtenons ainsi un nouveau flux:
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1/1

1/1

1/1

s

1/1

1

Etudiants

2

3

4
1/1

1/1

1/1

1/1

0/1

0/1 d

e

1/1

t

Chambres

1/1

a

b

c

1/1

1/1

0/1

Ce flux est maximal: Le cutS = {s}, T = V \ S le montre.

Le matching correspondant est le suivant:

élève chambre
1 c
2 a
3 b
4 e

7.9 ARBRES COUVRANTS MINIMAUX

Supposons que nous aimerions connecter des sitesA, B etC par cable de telle façon que tout le
monde puisse communiquer avec tout le monde. Le coût des liens est comme suit:

lien coût
A↔ B 35
B ↔ C 127
C ↔ A 50

Une solution évidente est de relier chaque site à chaque site, ce qui revient dans notre cas à un
coût de35 + 50 + 127 = 212.

On peut faire mieux. En ne liant queA et B, etA et C, on ne paye que35 + 50 = 85, et le
problème est aussi résolu: siB veut parler àC, il suffit de passer le message àA qui le passera à
C.

Le cas général du problème ci-dessus est un problème de graphe, il s’agit de trouver un
graphe connexe qui lie tous les sommets, tout en minimisant les coûts. Voici un énoncé formel
du problème:
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Etant donné un grapheG = (V, E) avec fonction de poidsw : E → R>0, trouver un arbre
T = (V, E ′) avecE ′ ⊆ E et tel que ∑

e∈E′

w(e)

est minimal. Un tel arbre est appelé unarbre couvrant minimal(minimum spanning tree, MST).
(Pourquoi cherche-t-on un arbre, et non pas un graphe quelconque connexe minimisant le coût?
C’est simplement parce que le meilleur graphe est toujours un arbre.)

Nous voulons trouver un arbre couvrant minimal pour un graphe G donné. Les arbres cou-
vrants minimaux sont très importants en pratique, par exemple pour résoudre le problème de
connecter un ensemble de sites en utilisant aussi peu de cable que possible, comme donné dans
l’exemple ci-dessus.

Nous étudierons deux solutions à ce probleme: l’algorithme de Kruskal et l’algorithme de
Prim.

7.9.1 L’algorithme de Kruskal

L’algorithme glouton suivant est dû à Kruskal (1956). Soit E l’ensemble des arêtes deG.

Algorithme 54 M INSPANKRUSKAL(G, w)

Input: GrapheG = (V, E) avec fonction de poidsw : E → R>0

Output: EnsembleE ′ d’arêtes qui forment un arbre couvrant minimal deG.
1: Trier E = {e1, . . . , em} de telle façon quew(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).
2: E ′ ← ∅
3: for i = 1, . . . , m do
4: if le graphe(V, E ′ ∪ {ei}) est acycliquethen
5: E ′ ← E ′ ∪ {ei}
6: end if
7: end for

Encore une fois, et d’ailleurs à chaque fois qu’un nouvel algorithme apparaı̂t, les questions
essentielles auxquelles il faut répondre sont : est-il juste? Comment l’implémenter de manière
efficace? Quel est le temps de parcours?

Lemme 4 SoitG = (V, E) un graphe avec une de fonction de poids etE ′ ⊆ E un ensemble
d’arêtes. S’il existe un arbreT = (V, ET ) tel queE ′ ⊆ ET , et e ∈ E est la plus petite ar̂ete
(c’est-̀a-dire l’arête de poids minimal) dansE\E ′ qui ne cŕee pas de cycle lorsqu’elle est ajoutée
à E ′, alors il existe un arbre couvrant minimalT ′ = (V, ET ′) tel queE ′ ∪ {e} ⊆ ET ′ .

Notons que ce lemme prouve que l’algorithme de Kruskal est juste: l’algorithme utilise ce
lemme en commençant avecE ′ = ∅.
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Preuve. Si e ∈ ET alors on peut prendreT ′ = T et la proposition est vérifiée. Supposons
maintenant quee /∈ ET . Si on ajoutee à ET on crée un cycle (puisqu’un arbre surn sommets
a toujoursn − 1 arêtes, donc en ajoutant une arète àT il ne sera plus un arbre et aura donc un
cycle). Ce cycle a une arêtee1 qui appartient àE \ E ′ (puisque le fait d’ajoutere à E ′ ne crée
pas de cycle par supposition). Ajoutere1 àE ′ n’aurait pas créé de cycle, et donc puisquee est la
plus petite arête à avoir cette propriété, on aw(e1) ≥ w(e). Si on remplacee1 pare dansT on
crée un autre arbre couvrant qui contiente.

Puisquew(e1) ≥ w(e), le coût de cet arbre couvrant est au plus le coût deT , il est donc aussi
minimal. �

Quelle est l’implémentation la plus simple de l’algorithme de Kruskal?

• Trier lesm arêtes en tempsO(m log(m)) (nous avons vu comment faire dans le chapitre
précédent),

• pour chaque arête en ordre, tester si elle crée un cycle dans la forêt que nous avons constru-
ite jusqu’à présent. Si oui on l’efface, sinon on l’ajoutea notre forêt. Avec un BFS/DFS,
on peut faire le test en tempsO(n) (puisque l’arbre a au plusn sommets et au plusn − 1
arêtes).

Le temps total estO(mn).

Peut-on faire mieux?OUI, en utilisant laStructure de donńees Union Find.

Que fait l’algorithme de Kruskal?

Il commence avec uneforêt1 dans laquelle chaque élément est un sommet. Il connecte deux
composantes de la forêt en utilisant une arête minimale, si les deux sommets de cette arête ne
sont pas dans la même composante (i.e. aucun cycle n’est cr´ee). Donc, si nous pouvons savoir
rapidement quels sommets sont dans quelles composantes, nen’avons pas besoin de tester la
non-existence de cycles!

Algorithme 55 ABSTRACTM INSPANKRUSKAL(G, w)

1: Stocker les arêtes dans un heap
2: T ← ∅
3: while |T | < n− 1 do
4: (v, w)← l’arête minimale du heap
5: if composante(v) 6= composante(w) then
6: ajouter(v, w) àT
7: réunir les composantes dev et dew en une seule composante.
8: end if
9: end while

1Une forêt est une collection d’arbres.
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Si nous pouvons faire le test à la ligne5 en tempsO(log(n)) et l’union à la ligne7 enO(1),
alors un arbre couvrant minimal peut être trouvé en tempsO(m log(n))! (Il faut un tempsO(m)
pour créer un heap, etO(m log(n)) pour toutes les opérations à l’intérieur de la boucle).

Pour faire les tests et les unions en tempsO(log(n)), nous maintenons les sommets dans une
structure de donńees Union Find.

7.9.2 La structure “Union Find”

Nous avons besoin d’une méthode rapide pour tester si une arête relie deux sommets dans une
composante déjà créée. Pour cela, nous utilisons une structure de données qui permet de gérer
une famille d’ensembles, i.e., de vérifier si deux éléments sont dans le même ensemble, et de
fusionner deux ensembles en un autre ensemble.

On va munir chaque composante d’un (unique) représentant.On peut alors déterminer si deux
sommets se trouvent dans la même composante en regardant s’ils ont le même représentant.

On stockera les éléments d’une composante dans un arbre, dont la racine est un représentant.
L’opération FIND cherche pour un sommet donné la racine de “son” arbre. L’op´eration UNION

forme l’union de deux arbres, en ajoutant l’arbre avec le plus petit nombre de sommets en tant
que descendant de la racine de l’arbre avec le plus grand nombre de sommets. (Choix arbitraire,
si les tailles sont les mêmes.)

Coût pour FIND: hauteur de l’arbre.
Coût pour UNION: hauteur de l’arbre.

Théorème 7.9SoitT l’arbre obtenu en formant des unionsélément paŕelément dans un ordre
arbitraire. Alors la hauteur deT est au pluśegaleà log2(|T |).

Preuve.Nous procédons par induction sur|T | (le nombre de sommets dansT ).

Base: Si |T | = 1 alors sa hauteur vaut 0, et on a bienlog2(|T |) = log2(1) = 0.

Pas: Supposons queT est l’union de deux arbresT1 et T2 de hauteursh1 et h2. Remar-
quons qu’on a|T | = |T1| + |T2|, donc (en supposant queT1 et T2 ont au moins un sommet
chacun)|T1|, |T2| < |T |. Nous pouvons donc appliquer l’hypothèse d’induction pour obtenir
h1 ≤ log2(|T1|) eth2 ≤ log2(|T2|).

Supposons sans perte de généralité que|T1| ≤ |T2|, donc la racine deT1 sera dansT un
descendant de la racine deT2 (par la construction deT ). Notonsh la hauteur deT , alorsh =
max{h1 + 1, h2}. Nous distinguons deux cas.

Cas 1. h1 < h2: alorsh = h2 ≤ log2(|T2|) < log2(|T |), par hypothèse d’induction, et
puisque|T2| < |T |.

Cas 2.h2 ≤ h1: h = h1 + 1 ≤ log2(|T1|) + log2(2) = log2(2 · |T1|) ≤ log2(|T1| + |T2|) =
log2(|T |).
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Donc on a dans tous les cash ≤ log2(|T |). �

L’opération FIND peut être implémentée pour des composantes de graphes comme suit. Nous
maintenons pour chaque sommetv du graphe les champs suivants:

• v.pred: pointeur au parent ouNULL si c’est une racine.

• v.size: la taille de la composante correspondante àv, si c’est le représentant. (S’il ne s’agit
pas du représentant, ce champ ne sera pas utilisé.)

Algorithme 56 FIND(u)

Input: Sommetu d’un graphe
Output: le représentant de la composante deu.

1: r ← u
2: while r.pred 6= NULL do
3: r ← r.pred
4: end while
5: return r

Algorithme 57 UNION(u, v)

Input: Sommetsu et v d’un graphe.
Output: Fusionne les ensembles contenantu et v; retournetrue ssi u et v étaient dans des

composantes distinctes.
1: r ← FIND(u)
2: s← FIND(v)
3: if r 6= s then
4: if s.size ≤ r.size then
5: s.pred← r
6: r.size← r.size + s.size
7: else
8: r.pred← s
9: s.size← s.size + r.size

10: end if
11: return true
12: else
13: return false
14: end if

Exemple: Supposons que nous avons les composantes suivantes:

{a, b, h, k, m}, {c, g, p}, {e}, {d, n},

avec comme représentants respectifsb, g, e etn. Ils pourraient donc être stockés comme suit:
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a

g

h m

k

e

c d

n

p

b

Donc par exemple FIND(k) retourneraitb (la racine), FIND(g) retourneraitg, FIND(e) re-
tourneraite, et FIND(d) retourneraitn. Si nous appelons UNION(a, m), l’algorithme ne toucherait
pas aux arbres et retourneraitFALSE (puisquea etm se trouvent dans la même composante). Par
contre si nous appelons UNION(h, p), l’algorithme retourneraitTRUE et nous aurions:

mhag

kpc

b e

d

n

En effet, puisque la composante dep (3 sommets) est plus petite que celle deh (5 sommets),
sa racineg est ajoutée comme descendant de la racine de la composante de h (c’est à direb).
Nous avons donc fait l’union des deux composantes. Nos composantes sont donc maintenant:
{a, b, c, g, h, k, m, p}, {e}, {d, n}.

7.9.3 Version finale de l’algorithme de Kruskal

Nous commençons par mettre toutes les arêtes dans un heap,afin de pouvoir rapidement
retrouver la moins chère à chaque étape. Au fur et à mesure que nous choisissons quelles arêtes
prendre pour notre arbre couvrant minimal, nous les plaçons dans l’ensembleT . Nous regardons
les arêtes de la moins chère à la plus chère. Une arête est ajoutée àT si elle connecte deux
composantes connexes (si UNION(u, v) retourneTRUE), c’est-à-dire si elle ne crée pas de cycle.
On sait qu’un arbre surn sommets doit avoirn− 1 arêtes, donc dès que|T | = n− 1 nous avons
notre arbreT .

7.9.4 L’algorithme de Prim

Comme l’algorithme de Kruskal, l’algorithme de Prim trouveun arbre couvrant minimal dans
un grapheG. Il commence à un sommet et grandit ensuite l’arbre arête par arête.
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Algorithme 58 M INSPANKRUSKAL(G, w)

Input: GrapheG = (V, E) muni d’une fonction de poidsw : E → R>0

Output: EnsembleE ′ d’arêtes qui forment un arbre couvrant minimal deG.
1: BOTTOMUPHEAPCREATE(E) (par rapport àw)
2: for v ∈ V do
3: v.pred← NULL
4: v.size← 1
5: end for
6: T ← ∅
7: while Nombre d’arêtes dansT < n− 1 do
8: (u, v)← DELETEM IN(E)
9: b←UNION(u, v)

10: if b = true then
11: T ← T ∪ {(u, v)}
12: end if
13: end while
14: return T

En tant qu’algorithme glouton, quelle arête devrions nousprendre? L’arête la moins chère
qui ajoute un sommet à l’arbre sans créer de cycle.

Pendant l’exécution, nous indexons chaque sommet soit avec “fringe” (anglais pour bord)
s’il existe une arête que le relie à l’arbre déjà créé,et avec “unseen” sinon.

1: Choisir un sommet arbitraire pour commencer, ajouter ses voisins à fringe.
2: while il y a des sommets fringedo
3: Choisir une arêtee = (v, f), avecv appartenant à l’arbre etf à fringe.
4: Ajouter le sommetv et l’arêtee à l’arbre.
5: Enleverf de fringe.
6: Ajouter tous les voisins unseen def dans fringe.
7: end while

Cette procédure crée clairement un arbre couvrant, puisqu’aucun cycle ne peut être introduit
entre l’arbre et des sommets fringe. Mais s’agit-il d’un arbre minimal?

Théorème 7.10SoitG = (V, E) un graphe connexe et pondéré (avec poids). SoitET ⊆ E un
sous-ensemble d’arêtes tel queT = (V, ET ) est un arbre couvrant minimal. SoitE ′ ⊆ ET , et
soit V ′ ⊆ V l’ensemble des sommets incidentsà une ar̂ete dansE ′. Si (x, y) est une ar̂ete de
poids minimal telle quex ∈ V ′ et y /∈ V ′, alorsE ′ ∪ {(x, y)} est un sous-ensemble d’un arbre
couvrant minimal.

Preuve. Nous pouvons supposer que(x, y) /∈ ET . CommeT est un arbre couvrant, il y a
un chemin dex à y dansT . Soit (u, v) une arête sur ce chemin telle queu ∈ V ′, v /∈ V ′.
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En effaçant(u, v) et en le remplaçant par(x, y), on obtient un autre arbre couvrant. Comme
w(u, v) ≥ w(x, y), le coût de cet arbre couvrant est inférieur ou égal au coˆut deT . �

Quel est le temps de parcours de l’algorithme de Prim? Cela d´epend des structures de données
utilisées.

L’implémentation la plus simple: marquer chaque sommet comme appartenant à l’arbre ou
non, et recommencer la recherche à chaque fois dès le début:

1: Choisir un sommet arbitraire pour commencer.
2: while il y a des sommets non-arbredo
3: Choisir une arête minimale avec une extremité dans l’arbre et l’autre hors l’arbre.
4: Ajouter l’arête choisie et le sommet correspondant à l’arbre.
5: end while

On peut réaliser ceci en tempsO(|V | · |E|) en utilisant DFS/BFS pour parcourir toutes les
arêtes avec un temps constant par arête et un total den itérations,n = |V |. Peut-on faire mieux?
OUI.

L’algorithme amélioré résultant ressemble à l’algorithme de Dijkstra. Nous ajoutons à l’arbre
T un sommet (et une arête) à chaque étape. Nous stockons l’ensembleQ des sommets qui ne
sont pas encore dansT . Les sommets deT sont donc ceux deV \Q. Pour chaque sommetv ∈ Q,
nous stockons uneclé, qui, à n’importe quel point de l’algorithme est la distance minimale dev à
l’arbre actuelT . A la fin de l’algorithme, l’ensembleQ est vide,T contient tous les sommets du
graphe, et est un arbre minimal couvrant. Nous implémentonsQ sous forme de queue à priorité
(heap) par rapport aux clés (les plus petits éléments étant prioritaires).

Remarquons que nous représentons les arêtes deT avec l’arrayp. Pour un sommetv, p[v]
est le “prédécesseur” dev, donc(p[v], v) est une arête deT . Notons queT a bienn − 1 arêtes
puisque tous les sommets saufs ont un prédécesseur.

Pour montrer que l’algorithme fonctionne correctement, nous devons montrer quekey[v] est
toujours la distance dev àV \Q ∪ {u}, oùu est choisi à l’étape 8. C’est une simple preuve par
induction.

Pourquoi avons-nous besoin de l’étape 13 (SiftUp)? Nous utilisons Q comme min-heap.
Dans l’étape 12, la valeur dekey[v] a été réduite. Donc,v doit trouver sa juste place dans le
heap, et il faut donc faire un SiftUp (c’est SiftUp plutôt que SiftDown, parce que l’arbre est un
min-heap, i.e. la racine contient le pluspetit élément).

Théorème 7.11Le temps de parcours de l’algorithmeM INSPANPRIM estO(m log(n)), oùm =
|E|, n = |V |.

Preuve. La queue est créée en tempsO(n) dans l’étape 6 (BOTTOMUPHEAPCREATE, par ex-
emple). Le cout d’étapes 8 dans l’algorithme entier estO(m log(m)): Chaque sommetv est
inserer dansQ au plusdeg(v) fois, doncQ a au plusm = |E| elements. La boucle for de la ligne
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Algorithme 59 M INSPANPRIM(G, w)

Input: GrapheG = (V, E) avec fonction de poidsw : E → R>0

Output: EnsembleE ′ d’arêtes qui forment un arbre couvrant deG.
1: Choisirs ∈ V arbitrairement.
2: for u ∈ V \ {s} do
3: key[u]←∞
4: end for
5: key[s]← 0, p[s]← NULL
6: Q queue de priorité (min-heap) surV p.r. àkey
7: while Q n’est pas videdo
8: u← ExtractMin(Q)
9: if u est deja marquéthen

10: Goto Pas 7
11: end if
12: Marqueru
13: for v ∈ N [u] do
14: if v n’est pas marqué∧ w(u, v) < key[v] then
15: p[v]← u, key[v]← w(u, v)
16: SiftUp(Q, v)
17: end if
18: end for
19: end while
20: E ′ ← {(p[v], v) | v ∈ V ∧ v 6= s}.
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13 est parcourue au plus2m fois, comme chaque arête est visitée au plus une fois pour chacun
des sommets incidents. L’opération à la ligne 16 est effectuée en tempsO(log(m)), donc le coût
total de cette opération pendant l’exécution complète de l’algorithme estO(m log(m)). Toutes
les autres opérations utilisent un tempsO(m). Ainsi, le temps de parcours complet est

O(m log(m) + n) = O(m log(n)),

parce quem ≤ n2, donclog(m) ≤ 2 log(n). �

7.10 DÉTECTER DES CYCLES

Pendant la discussion de l’algorithme Moore-Bellman-Fordnous avions supposé que le graphe
ne contenait pas de cycles négatifs. Dans cette section nous verrons comment trouver de tels
cycles. De plus, nous étudierons le problème de trouver uncycle avec le plus petit poids d’arête
moyen (l’algorithme de Karp).

7.10.1 Détecter des cycles négatifs

L’algorithme suivant, d’une simplicité surprenante, détermine si un grapheG = (V, E) muni
d’une fonction de poidsw : E → R possède un cycle négatif.

Algorithme 60 NEGATIVECYCLE(G, w)

Input: GrapheG = (V, E) avec fonction de poidsw : E → R

Output: true si G a un cycle négatif,falsesinon.
1: Choisir uns ∈ V arbitraire.
2: Appliquer l’algorithme de Moore-Bellman-Ford à(G, s), pour obtenir pour toutw ∈ V la

distance la plus courteℓ(w) entres etw.
3: for (u, v) ∈ E do
4: if ℓ(u) + w(u, v) < ℓ(v) then
5: return true
6: end if
7: end for
8: return false

Théorème 7.12L’algorithme ci-dessus donne un résultat correct enO(nm) opérations, òu n =
|V | etm = |E|.

Preuve. Pour le temps de parcours, nous savons qu’il fautO(nm) opérations pour l’algorithme
MBF, et voyons ensuite qu’il en fautO(m) pour la boucle for aux lignes 3-7 (puisque la boucle
est exécutée une fois pour chaque arête).
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Montrons maintenant que l’algorithme est correct. S’il existe une arête(u, v) telle queℓ(u)+
w(u, v) < ℓ(v), alorsℓ(v) n’est pas la longueur du plus court chemin des àv, comme le chemin
passant paru est encore plus court. DoncG contient nécessairement un cycle négatif, puisque
nous savons que l’algorithme de Moore-Bellman-Ford marchesur tout graphe qui n’a pas de
cycles négatifs. Supposons maintenant que l’algorithme termine avec l’outputFALSE. Alors:

∀ (u, v) ∈ E : ℓ[u] + w(u, v) ≥ ℓ[v].

Soit C = (v0, v1, . . . , vk) un cycle, i.e.,(vi, vi+1) ∈ E pour touti, et v0 = vk. Nous aimerions
montrer queC est positif.

k∑

i=1

(
ℓ[vi−1] + w(vi−1, vi)

)
≥

k∑

i=1

ℓ[vi].

Comme
∑k

i=1 ℓ[vi−1] =
∑k

i=1 ℓ[vi] (v0 = vk), on peut enlever ces deux termes de la somme
ci-dessus pour obtenir:

k∑

i=1

w(vi−1, vi) ≥ 0.

Donc, le cycleC est positif. Ainsi le graphe ne peut pas contenir de cycles n´egatifs. �

7.10.2 L’algorithme de Karp pour trouver des cycles avec poids
moyen minimal

Soit C = (v0, v1, . . . , vk) un cycle dans le grapheG (doncv0 = vk). Nous supposons queG est
orienté et connexe. Alors la quantité

µ(C) :=
1

k

k∑

i=1

w(vi−1, vi)

est le poids moyen deC. Dès lors,

µ∗ = µ∗(G) = min
C cycle dansG

µ(C)

est le poids moyen minimal d’un cycle du graphe. Karp a construit en 1978 un algorithme pour
calculer cette quantité.

Soit s un sommet arbitraire dansG = (V, E). Pourx ∈ V soit

Fk(x) := min

{
k∑

i=1

w(vi−1, vi)

∣∣∣∣∣ v0 = s, vk = x, (vi−1, vi) ∈ E

}

la longueur du plus court chemin des à x utilisant exactementk arêtes. Pour toutx ∈ V ,
0 ≤ k < n, nous pouvons calculer les valeursFk(x) en utilisant la programmation dynamique:
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• F0(s) = 0

• ∀ x ∈ V \ {s} : F0(x) =∞

• ∀ 1 ≤ k ≤ n, x ∈ V :

Fk(x) = min
u∈V ∧(u,x)∈E

{Fk−1(u) + w(u, x)}.

Exercice: Montrer que les récursions sont correctes et que les valeurs Fk(x) peuvent être cal-
culées en tempsO(nm).

Théorème 7.13La quantit́eµ∗ satisfait l’égalit́e suivante:

µ∗ = min
x∈V

max
0≤k<n

Fn(x)− Fk(x)

n− k
.

Preuve.Nous considérons d’abord le théorème dans le casµ∗ = 0, i.e., nous montrons que dans
ce cas

min
x∈V

max
0≤k<n

Fn(x)− Fk(x) = 0.

Soitℓ(x) le coût minimal d’un cheminsimpledes àx (i.e., un chemin qui ne passe pas deux fois
par le même sommet).

Un tel chemin passe par au plusn− 1 arêtes (sinon il ne serait pas simple). De plus, comme
µ∗ = 0, il n’y a pas de cycles négatifs, les chemins simples sont donc les plus courts et on a donc

∀x ∈ V : ℓ(x) = min
0≤k<n

Fk(x) ≤ Fn(x).

Ceci implique que
∀x ∈ V : max

0≤k<n
Fn(x)− Fk(x) ≥ 0,

donc en particulier:
min
x∈V

max
0≤k<n

Fn(x)− Fk(x) ≥ 0.

Pour finir la preuve, nous devons montrer qu’il y a un sommetx tel queFn(x) = ℓ(x). SoitC un
cycle dans le graphe avecµ(C) = 0, et soitw ∈ C arbitraire (nous savons qu’un tel cycle existe
puisqueµ∗ = 0).

SoitP un chemin minimal des àw suivi parn itérations du cycleC. P contient au moinsn
arêtes. SoitP ′ le chemin formé par les premièresn arêtes deP . Le coût du cheminP estℓ(w)
(commeµ(C) = 0 et il n’y a pas de cycles négatifs). Tout sous-chemin d’un chemin de coût
minimal est aussi de coût minimal. SiE ′ dénote les arêtes deP ′, etx son sommet terminal, alors

∑

e∈E′

w(e) = ℓ(x) = Fn(x).
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Donc,x est un sommet avecℓ(x) = Fn(x), ce qui montre l’affirmation du théorème pourµ∗ = 0.

Dans le cas général, en réduisant les poids des arêtes d’une constantet, on réduit

min
x∈V

max
0≤k<n

Fn(x)− Fk(x)

n− k

part. (Pourquoi?) Choisir alorst = −µ∗ et appliquer la partie précédente. �

Théorème 7.14L’ algorithme de Karp calcule son output en tempsO(nm).

Preuve.Les valeursFk(x) pourx ∈ V peuvent être calculées en tempsO(nm). La même chose
est vraie pour les valeurs

Fn(x)− Fk(x)

n− k
.

Pour construire un cycleC avecµ(C) = µ∗, on doit trouverk etx tel que

Fn(x)− Fk(x)

n− k
= µ∗.

Ces valeurs peuvent être calculées est stockées pendantle calcul deµ∗. Cette identité dit que le
cycle qui nous intéresse est formé desn− k dernières arêtes d’un chemin minimal des àx avec
n arêtes. Il est donc facile de reconstruire le cycle si pendant le calcul deFk(x) nous stockons
aussi le sommet prédécesseurpk(x):

pk(x) := v avecFk(x) = Fk−1(x) + w(v, x).

Ceci conclut la preuve. �
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8
Les problèmes NP-complets

Nous avons jusqu’à présent surtout vu des problèmes pourlesquels il existe une solution algo-
rithmique efficace, ce qui a peut-être suscité la fausse impression que tous les problèmes ont de
telles solutions.

Ce n’est pas vrai du tout! En fait, malgré de nombreux efforts des meilleurs experts du
domaine, beaucoup de problèmes qui semblent similaires àceux vus dans ce cours restent sans
algorithme efficace.

La théorie de NP-complétude tente d’expliquer pourquoi nous n’avons pas réussi à trouver
des bons algorithmes dans certains cas. Dans ce chapitre, nous verrons les aspects principaux de
cette théorie.

8.1 LA CLASSE P

Une fonctionf : N→ R est ditepolynomialeen fonction deg : N → R s’il existe un polynôme
p et un entierN tels que pour toutn ≥ N : f(n) ≤ p

(
g(n)

)
.

Exemples:

• Décider si un grapheG = (V, E) est connexe: la longueur d’input est polynomiale enn = |V |.
La longueur d’output estO(1).

• Trouver le flux maximal d’un réseau(G, c, s, t), où les coûts sont des entiers positifs≤M : la
longueur d’input est polynomiale en|G| et log2(M). La longueur d’output est aussi polyno-
miale en|G| et log2(M).

• Décider si un entierN est premier: la longueur d’input est⌈log2(N)⌉. La longueur d’output
estO(1).

• Le problème du sac à dos: Etant donnén objets de poids≤ W et des valeurs≤ V , trouver
la plus grande somme de sous-ensemble (subset sum) qui est≤ M : la longueur d’input est
polynomiale enn, log2(W ), log2(V ), et log2(M); la longueur d’output est polynomiale enn
et log2(W ).
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On dit qu’un problèmeest dans Pou est en temps polynomials’il existe un algorithme pour
le résoudre dont le temps de parcours est polynomial en la longueur de l’input.

Exemples:

• Décider si un graphe est connexe est dansP.

• Trouver le flux maximal d’un graphe est dansP.

• Est-ce que le problème du sac-à-dos est dansP?

• Est-ce que le problème de décider la primalité d’un entier est dansP?

Il a été récemment prouvé, après des années de recherche, voire des siécles (depuis Gauss
en fait), que ce dernier problème est dansP. En effet un algorithme (l’algorithme AKS, 2002)
résout ce problème en temps polynomial.

Le troisième problème n’est très probablement pas dansP: nous montrerons plus tard qu’il
estNP-complet.

La classeP couvre, en un certain sens, la classe des problèmes que l’onpeut résoudre de
manìere efficace, asymptotiquement.

8.2 RÉDUCTION POLYNOMIALE

But: Utiliser une solution d’un problèmeB pour résoudre un problèmeA.

Nous dirons que le problèmeA estpolynomialement ŕeductibleà un problèmeB si n’importe
quel inputa deA, peut être transforméen temps polynomialen un inputb deB tel queA est
solvable sura si et seulement siB est solvable surb. De plus, nous exigeons que la longueur de
b soit polynomiale en la longueur dea.

Nous notons ceciA ≤P B. Cette relation entre problèmes est en fait une relation transitive
: Si A ≤P B et B ≤P C, alorsA ≤P C. En effet, deux réductions polynomiales forment une
réduction polynomiale.

Exemple: Soit A le problème maximum bipartite matching, etB le problème du flux maximal.
Nous avons vu queA ≤P B.

Si A ≤P B, alors “A est au plus aussi dur queB”. Si A ≤P B et B ≤P A, nous écrivons
A =P B. Dans ce cas,A etB sont “à peu près de même difficulté”.

8.3 LA CLASSE NP

Pour de nombreux problèmes, aucun algorithme en temps polynomial n’est connu. Cependant,
pour de nombreuxproblèmes de d́ecision, on peut donner un algorithme qui vérifie une solution
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en temps polynomial.

Exemple: Considérons le problème de décision suivant: “Etant donné un entiern, est-t-il com-
posé?” (i.e. non-premier).

Supposons que nous ne sachions pas comment résoudre ce problème en temps polynomial
(ce qui était encore le cas avant la decouverte de l’algorithme AKS en 2002). Il est par contre
facile de convaincre quelqu’un qu’un nombren est composé en exhibant deux entiersa > 1 et
b > 1 tels quea · b = n. Ce test se fait en temps polynomial enlog2(n), i.e. en la longueur de
l’input.

La classe NP consiste en tous les problèmes de décision pour lesquels il existe unepreuveen
temps polynomial. Par exemple, le problème ci-dessus de savoir si un nombre est composé est
dans NP.

Tous les problèmes dans P sont aussi dans NP. (Pourquoi?)

Nous donnons à présent une liste d’autres problèmes dansNP.

• INDEPENDENTSET: étant donné un grapheG = (V, E), et un entierK, le graphe contient-il
un ensemble indépendant de taille≥ K?

Rappelons qu’un ensemble independant dans un grapheG = (V, E) est un sous-ensembleI
deV tel que deux éléments quelconques deI ne sont pas reliés par une arête deV .

• CLIQUE: étant donné un grapheG = (V, E) et un entierK, le graphe contient-il une clique
de taille≥ K?

Rappelons qu’une clique dans un grapheG = (V, E) est un sous-ensembleC deV tel que
deux éléments quelconque deC sont reliés par une arête deV .

Nous avons que

INDEPENDENT SET(G, K) =P CLIQUE(Ḡ, K).

En effet, un ensemble indépendant est une clique dans le complément du graphe.
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Un node coverdans un grapheG = (V, E) est un sous-ensembleS ⊆ V tel que chaque arête
a au moins un point terminal dansS. Le problème NODE-COVER est comme suit: étant donné
un entierK et le grapheG, existe-t-il un node cover dansG de taille≤ K?

Remarquons que NODE-COVER =P INDEPENDENT-SET: Un sous-ensembleS deV est un
node cover si et seulement siI = V \ S est un ensemble indépendant!

8.4 NP-COMPLÉTUDE

Un problèmeA est appeléNP-completsi A ∈ NP et pour tous les problèmesB dansNP on a
B ≤P A.

Ainsi, si on peut résoudreA en temps polynomial, alors on peut résoudre tous les probl`emes
dans NP en temps polynomial! Donc, les problèmes NP-complets peuvent être considérés
comme les problèmes lesplus difficilesdans la classe NP. Nous avons le résultat suivant:

Si A est NP-complet,B est dans NP, etA ≤P B, alors B est aussi NP-complet.

La preuve est en fait triviale et s’ensuit des définitions. Le premier problème a avoir été
identifié comme étant NP-complet est lesatisfiability problem(SAT).

8.5 PROBLÈMES DE SATISFIABILITÉ

Considérons les formules booléennes suivantes:

• Variables:x1, . . . , xn;

• Littérauxλi: xi ou¬xi;

• ClausesCj: λ1 ∨ λ2 ∨ · · · ∨ λkj
pour un certainkj > 0;

• FormuleF : C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ Ct pour un certaint > 0.
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Exemple:
(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ x4).

Le probème SAT est alors le suivant :

SAT: Etant donné une formuleF , peut-on donner aux variables des valeurs dans{0, 1} telles
queF soit vraie?

Théorème 8.1.(Théorème de Cook-Levin) SAT est NP-complet.

Le problèmek-SAT est une variante de SAT dans laquelle chaque clause doitconsister en
exactementk littéraux.

Théorème 8.2.3-SAT est NP-complet.

Preuve.Nous allons montrer que SAT≤P 3-SAT. Etant donné une formuleF comme input pour
SAT, nous introduisons pour chaque clause

Ci = λ1 ∨ · · · ∨ λs

une nouvelle variablexi, et divisonsCi en deux clauses:

Fi = (λ1 ∨ · · · ∨ λs−2 ∨ xi) ∧ (λs−1 ∨ λs ∨ ¬xi).

Clairement,Fi est satisfaisable si et seulement siCi est satisfaisable.

Nous procédons récursivement en coupant la clause la plusgrande jusqu’à ce que toutes les
clauses aient trois littéraux. SiF contient une clause avec deux littérauxλ1 etλ2, nous ajoutons
une nouvelle variableX et divisons la clause en

(λ1 ∨ λ2 ∨ x) ∧ (λ1 ∨ λ2 ∨ ¬x).

Ceci termine la preuve. �

On peut montrer de la même façon:k-SAT est NP-complet pourk ≥ 3. Cependant:2-SAT
est dans P! C’est-à-dire, il existe un algorithme pour résoudre2-SAT en temps polynomial.

Not-all-equal-3-SAT (NAE-3-SAT): Toutes les clauses ont trois littéraux. Une clause est
satisfaite si et seulement s’il existe deux littéraux dansla clause avec des valeurs différentes.

Par exemple:
(x, y, z) 6∈ {(1, 0, 1), (0, 1, 0)}

satisfait la clause
x ∨ ¬y ∨ z.

Théorème 8.3.NAE-3-SAT est NP-complet.

207



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011

Preuve. Nous montrons que 3-SAT≤P NAE-SAT. SoitF = C1 ∧ · · · ∧ Cm une formule dans
laquelle chaque clause contient exactement 3 littéraux (doncF est un input pour le problème 3-
SAT). Nous allons construire à partir deF une formuleG de telle façon queF soit satisfaisable
si et seulement siG est NAE-satisfaisable.

Nous allons utiliser dansG les mêmes variablesx1, . . . , xn que dansF , en ajoutant en plus
m + 1 variables:w1, . . . , wm (donc unwj pour chaque clauseCj), et une variablez. Ensuite
chaque clause

Cj = λj1 ∨ λj2 ∨ λj3

dansF est transformée en 2 nouvelles clauses:

C1
j︷ ︸︸ ︷

(λj1 ∨ λj2 ∨ wj)∧
C2

j︷ ︸︸ ︷
(¬wj ∨ λj3 ∨ z) .

dansG (G contient donc2m clauses).

Si une attribution satisfaitF , alors nous pouvons construire une attribution qui NAE-satisfait
G: Nous gardons les mêmes valeurs pourx1, . . . , xn, puis nous posonsz = 0, et∀j = 1, . . . , m :
wj = λj3 ∧ ¬λj1. En effet:
• Si λj3 = 1 alorsC2

j est NAE-satisfaite (puisquez = 0), et commewj 6= λj1, C1
j est aussi

NAE-satisfaite par notre attribution.
• Si λj3 = 0 alorswj = 0, et donc¬wj = 1, ce qui implique queC2

j est NAE-satisfaite. De plus,
nous devons avoirλj1 = 1 ouλj2 = 1 (puisqueλj3 = 0 et l’attribution doit satisfaireCj) et donc
C1

j est aussi NAE-satisfaite.

Réciproquement, si une attribution NAE-satisfaitG, alors nous allons montrer que cette
même attribution (restrainte aux variablesx1, . . . , xn) satisfait aussiF . Supposons sans perdre
de généralité quez = 0 (sinon nous prenons le complément de l’attribution, qui NAE-satisfait
aussiG). Nous voyons que pour chaque clauseCj :
• Si λj3 = 1 alorsCj est clairement satisfaite.
• Si λj3 = 0 alors nous devons avoir¬wj = 1 (pour queC2

j soit NAE-satisfaite), et donc
wj = 0 ce qui implique que soitλj1 = 1 ou λj2 = 1 (puisqueC1

j est NAE-satisfaite) et donc
Cj = λj1 ∨ λj2 ∨ λj3 est aussi satisfaite. �

Un autre problème de satisfiabilité NP-complet est

MAX -2-SAT: Etant donné une formule dont toutes les clauses ontau plus deux littéraux,
trouver une attribution des variables qui maximise le nombre de clauses satisfaites.

Exemple fondamental:

x ∧ y ∧ z ∧ w∧
(¬x ∨ ¬y) ∧ (¬y ∨ ¬z) ∧ (¬z ∨ ¬x)∧

(x ∨ ¬w) ∧ (y ∨ ¬w) ∧ (z ∨ ¬w).

Lemme 8.1.Si x ∨ y ∨ z = 1, alors il existe une attribution pourw qui satisfait sept des clauses
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ci-dessus. Six = y = z = 0, alors pour n’importe quelle valeur dew, la formule ci-dessus aura
au plus6 clauses satisfaites.

Preuve.Exercice.

En utilisant cette construction, nous pouvons montrer que MAX -2-SAT est NP-complet.

Théorème 8.4.MAX -2-SAT est NP-complet.

Preuve. Nous réduisons 3-SAT à ce problème. Etant donné la formule 3-SATC1 ∧ · · · ∧ Cm,
nous introduisons pour chaque clause une nouvelle variablewi et remplaçons la clauseCi par les
10 clauses ci-dessus (avecw remplacé parwi etx, y et z remplacé par les litéraux deCi).

La nouvelle formule a10m clauses. Nous montrerons que la formule a≥ 7m attributions
satisfaisantes si et seulement si la formule originale est satisfaisable. Dans chaque groupe de10
nouvelles clauses, il peut y en avoir au plus7 qui sont satisfaisantes. Ainsi, s’il y en a≥ 7m qui
sont satisfaites, le nombre de clauses satisfaites est exactement7m, et par le lemme ci-dessus
toutes les clauses dans la formule 3-SAT originale sont satisfaites. S’il y a moins que7m clauses
satisfaites, alors il y a un groupe qui a moins que7 clauses satisfaites, et donc la formule originale
n’est pas satisfaisable. �

8.6 QUELQUES PROBLÈMES DE GRAPHE NP-COMPLETS

On rappelle d’abord que INDEPENDENT-SET est le problème suivant: Etant donné un grapheG
et un nombret ∈ N, déterminer s’il existe dansG un ensemble indépendant de taille≥ t

Théorème 8.5.INDEPENDENT-SET est NP-complet.

Preuve. Nous allons montrer que3-SAT ≤P INDEPENDENT-SET. Etant donné une formule
3-SAT avect clauses, nous construisons un graphe qui a un ensemble indépendant de taille≥ t
si et seulement si la formule est satisfaisable. La construction de ce graphe se fait comme suit:

• Chaque clause correspond à un triangle.
• Les littéraux complémentaires sont reliés par une arrête.

(x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ x3)

x1

x2x2 x3x3

¬x1¬x1

¬x2 ¬x3
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Une attribution valable dans une formule 3-SAT avect clauses donne un ensemble indépendant
de taille≥ t:

Nous commençons par mettre dans notre ensemble tous les sommets correspondant à des
littéraux qui sont vrais dans l’attribution. Dans chaque triangle, s’il y a plus que deux sommets
dans notre l’ensemble, nous en enlevons un ou deux pour réduire le nombre à un.

L’ensemble résultant est indépendant: Un sommet dans un triangle ne peut pas être connecté
a un sommet dans un autre triangle, puisque le littéral et son complément ne peuvent pas tous
les deux valoir un. Deux sommets dans l’ensemble indépendant ne peuvent pas être dans un
triangle, puisque le procédé s’en est assuré.

De plus, comme toutes les clauses sont vraies, il y a au moins un littéral par clause qui est
vrai, et donc un moins un sommet par triangle qui est dans notre ensemble. Comme il y at
triangles, la taille de l’ensemble est≥ t.

Un ensemble ind́ependant de taille≥ t dans le graphe m̀eneà une attribution valable de la
formule originale:

Clairement, si la formule originale at clauses, alors le graphe at triangles, et l’ensemble
indépendant maximal est donc de taillet. Nous donnons à chaque littéral dans l’ensemble
indépendant la valeur1, et aux autres littéraux la valeur0.

Alors chaque clause dans la formule est satisfaisable, et iln’y a pas de contradiction entre
les littéraux et leurs compléments puisqu’ils sont connectés dans le graphe (donc les deux ne
peuvent pas être dans l’ensemble indépendant). �

Corollaire 8.1. CLIQUE et NODE-COVER sont NP-complets.

C’est parce que

INDEPENDENT-SET =P CLIQUE =P NODE-COVER.

Un cut dans un grapheG = (V, E) est une paire(S, V \ S), oùS ⊂ V . La taille d’un cut est
le nombre d’arrêtes entreS etV \ S.

MAX -CUT: Etant donné un grapheG et un entiern, existe-t-il un cut de taille≥ n?

Théorème 8.6.MAX -CUT est NP-complet.

Preuve.Nous allons montrer que NAE-3-SAT≤P MAX -CUT. Etant donné une formule NAE-
3-SAT F , nous construisons un grapheG et une valeurK tels queF est NAE-3-satisfaisable ssi
G a un cut de taille≥ K. Soitm le nombre de clauses dansF , et soientx1, . . . , xn les variables.

On commence par poserK = 5m. Ensuite, notre grapheG a comme sommetsx1, . . . , xn,
¬x1, . . . ,¬xn. Pour chaque clauseCi = α ∨ β ∨ γ, on ajoute le triangle[α, β, γ] aux arêtes de
G. Pour chaquei, soitni nombre d’occurrences dexi ou¬xi dansF . Ajouterni arêtes entrexi

et¬xi dansG. G devient un graphe avec plusieurs arêtes entre ses sommets (un tel graphe est
appelé unmultigraphe). Remarquons queG a2n sommets, et6m arêtes.
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Supposons qu’il y a un cut(S, V \ S) de taille≥ 5m dansG. Sans perte de généralité, les
variables et leurs négations ont des côtés différents d’un cut. Autrement, sixi et¬xi se trouvent
du même côté, ils contribuent ensemble au plusni arêtes au cut. Si on les met de deux côtés
différents, on augment la valeur du cut parni (grace a l’arête entrexi et sa negation), et au même
temps, on diminu la valeur par au plusni: on pert la valeur1 pour chaque occurrences dexi dans
un clause. Alors, mettrexi et¬xi á deux côtés differents diminu pas la valeur du cut.

Nous considérons les littéraux deS commevrai et ceux dansV \ S commefaux.

Les arêtes entre des variables et leurs négations contribuent au plus3m au cut (autant qu’il
y a d’occurrences de littéraux). Les2m arêtes restantes doivent venir des triangles. Un triangle
contribue soit 0 (si les 3 sommets sont du même coté) soit2 (s’il y a 2 sommets d’un coté et un
de l’autre) au cut. Comme il y am triangles qui doivent contribuer au moins2m, chaque triangle
doit contribuer2 au cut, et donc dans chaque triangle il y a 2 sommets d’un cotédu cut et un de
l’autre). Ainsi, dans chaque triangle, au moins un litéralest vrai et un est faux, i.e., la formule
originale est NAE-satisfaisable.

Inversement, il est facile de traduire l’attribution de vérité qui satisfait toutes les clauses d’un
cut de taille5m. �

Remarquons que le problème de minimiser le cut est dans P! Donc, les probl̀emes de minimi-
sation et de maximisation sont complètement diff́erents.

8.7 QUELQUES AUTRES PROBLEMES DE GRAPHE
NP-COMPLETS

Un cycle Hamiltoniendans un grapheG = (V, E) est un chemin(v0, v1, . . . , vn) tel quevn = v0

et tel queV = {v0, . . . , vn−1}. Le problème HAMILTONIAN -CYCLE demande si un graphe
donné possède un cycle Hamiltonien.

Théorème 8.7.HAMILTONIAN -CYCLE est NP-complet.

Preuve. Nous ne la verrons pas ici. Il y a une preuve qui procède en montrant que 3-SAT≤P

HAMILTONIAN -CYCLE. �

Notons que le problème HAMILTONIAN -PATH, qui demande s’il existe unchemin Hamil-
toniendans un graphe donné (i.e. la conditionvn = v0 est relaxée) est aussi NP-complet.

Voyons maintenant le problème duVoyageur de Commerce(Travelling Salesman Problem)
TSP. Etant donnén villes 1, . . . , n, des distances entières et non négativesdij entre chaque paire
de villes telles quedij = dji et une borne entièreB. On se demande s’il y a un tour des villes tel
que la distance totale parcourue est inférieure àB. En d’autres mots, existe-t-il une permutation
π telle que

∑n−1
i=1 dπ(i),π(i+1) + dπ(n),π(1) ≤ B.

Théorème 8.8.TSP est NP-complet.

Preuve. Nous montrons que HAMILTONIAN -CYCLE≤P TSP. Pour un graphe donnéG avecn
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sommets, nous construisons la matrice des distancesdij et un budgetB tel queG a un chemin
Hamiltonien si et seulement s’il existe un tour de longueur≤ B.

Il y a n villes correspondant auxn sommets du graphe et

dij =

{
1 si (i, j) ∈ E,
n + 1 sinon.

De plus,B = n + 1. Clairement, s’il y a un tour de longueur≤ B, alors le tour doit utiliser les
arêtes dans le graphe et doit visiter chaque ville une fois,donc c’est un parcours Hamiltonien.

Réciproquement, un chemin Hamiltonien dans le graphe mènera à un tour de coût≤ B. �

Supposons que nous devons “colorier” les sommets d’un graphe donné aveck couleurs de
telle façon qu’il n’y ait pas deux sommets adjacents de même couleur. Ce problème s’appelle le
problème dek-coloriage (k-coloring). Pourk = 2, ce problème est assez facile à résoudre. Pour
k = 3, c’est différent.

Théorème 8.9.3-COLORING est NP-complet.

Preuve.Nous ne la verrons pas ici. On peut utiliser une réduction deNAE-SAT. �

Il y a de nombreux autres problèmes de théorie des graphes qui sont NP-complets. Pour en
savoir plus sur les problèmes NP-complets en général:

• M.R. Garey and D.S. Johnson,Computers and Interactibility: A Guide to the Theory of
NP-Completeness, Freeman Publishers, 1979.

• C.H. Papadimitriou,Computational Complexity, Addison-Wesley, 1994

8.8 PROBLÈMES DE THÉORIE DES ENSEMBLES

Etant donné des ensembles finisB, G, H (garçons, filles, maisons), chacun contenantn éléments,
et un ensembleX ⊆ B × G × H, le problème TRIPARTITE MATCHING demande s’il y a un
sous-ensembleM ⊆ X de taillen tel que(b1, g1, h1), (b2, g2, h2) ∈ M =⇒ b1 6= b2, h1 6= h2

et h1 6= h2. C’est-à-dire, chaque garçon est connecté à une fille différente, et chaque couple
possède sa propre maison.

Théorème 8.10.TRIPARTITE MATCHING est NP-complet.

Preuve.Nous ne la verrons pas ici.

Le problème EXACT COVER BY 3-SETS: Etant donné une familleF = {S1, . . . , Sn} de
sous-ensembles d’un ensembleU telle que|U | = 3m pour un entierm, et telle que|Si| = 3 pour
tout i, existe-t-ilm ensembles dansF dont l’union est égale àU .

Théorème 8.11.EXACT COVER BY 3-SETS est NP-complet.
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Preuve.TRIPARTITE MATCHING est un cas spécial de EXACT COVER BY 3-SETS: dans ce cas,
l’ensembleU est partitionné en trois ensembles égauxB, G, H tels que chaque ensemble dans
F contient un élément de chacun des trois. �

Rappelons le problème du sac-à-dos KNAPSACK: Etant donnén éléments de valeurs pos-
itives entièresvi, des poids positifswi, une limiteW , et une valeurT entière. Nous voulons
savoir s’il y a un sous-ensembleS ⊆ {1, . . . , n} tel que

∑
i∈S wi ≤ W

and
∑

i∈S vi ≥ T.

Chapitre 4: Solution de programmation dynamique en tempsO(nW ). Or, ce temps de par-
cours n’est pas polynomial en la longueur de l’inputO(n log(W )). Existe-t-il un algorithme en
temps polynomial pour KNAPSACK? C’est peu probable.

Théorème 8.12.KNAPSACK est NP-complet.

Preuve.Nous montrons que

EXACT COVER BY 3-SETS≤P KNAPSACK.

Soit {S1, . . . , Sn} et U = {0, . . . , 3m − 1} un input pour EXACT COVER BY 3-SETS. Nous
voulons le transformer en un input de KNAPSACK

Soit
wi = vi =

∑

j∈Si

(n + 1)j

et

W = T =
3m−1∑

j=0

(n + 1)j.

Noter que pour chaqueI ⊆ {1, . . . , n} on a

∑

i∈I

wi =

3m−1∑

i=0

(n + 1)jℓj,

oú ℓj = |{i ∈ I | j ∈ Si}|. On peut voir que il y a un sous ensembleI de{1, . . . , n} telle que∑
i∈I wi ≤ W et

∑
i∈I vi ≥ T si et seulement si

∑
i∈I wi = W (parce quewi = vi et W = V .)

On en déduit que pour chaquej ∈ U , il y a exactement uni ∈ I telle quej ∈ Si; a̧ montre que
|I| = m, et que en plus∪i∈ISi = U . �
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