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1. Running time
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2. Nous avons donc
f(n) = 9(n3 . ln(n)),
Soit s=3 et t =1.
Remarque : Pour les questions concernant les notations 6, O, 0 et €2, il est important

de pouvoir raisonner intuitivement, c’est a dire de pouvoir donner 'ordre de grandeur
d’une fonction simplement en la regardant.

3. Le temps de parcours des lignes 4 et 8 est constant. Ainsi pour calculer le temps de
parcours de ’algorithme il nous faut faire le méme calcul que ci-dessus, en remplacant
In(n) par 1, ce qui donne un temps de parcours de

0(713).

2. Diviser pour régner : Le probléme du skyline

a) Nous parcourons l'axe des x de gauche a droite, en regardant les points un par un. Pour
chaque point de L et de R nous devons décider s’il faut ajouter un point C', et si oui quelle
va étre sa hauteur.
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Un algorithme est donnée ci-dessous. On remarque que le nombre d’opérations est O(|L|+
|R|) ou |L| et |R| représentent les nombres de points dans les skylines de L et R.

Dans l'algorithme ci-dessous, les skylines sont données sous forme de tableau, avec les
entrées étant des couples (x,h). Par convention, la derniére entrée est toujours (oo,0) et
marque la fin de la skyline.

Call : SKYLINEMERGE

Input: Skylines L et R

Output: Skyline ret, superposition des deux skylines.

ig, ir —0
hy <—0,h,. «—0,h—0
while min(L[i¢].z, R[i,].z) < co do
if L[i¢].z < R[iy].z then
he < Llig).h
x «— Llig].x
g —1p+1
else if L[ij].z = R[i;].z then
he — Llig).h
hy «<— Rliy].h
€Tr «— L[ig].l’
tp<—ip+ 1
by — Tp + 1
else
hy < Rliy].h
x «— Rli,|.x
Ty — 1 + 1
if max(hy, hy) # h then
h < max(hyg, h,.)
ret.add((x, h))
ret.add((oo,0))

return ret
Dans le pseudocode ci-dessus, la méthode add ajoute un élément a la fin d’un array.
Remarquons d’abord que l'algorithme SKYLINEMERGE ne résout pas le probleme SKY-
LINE. En effet, SKYLINE attend comme input un ensemble de batiments (i.e. de triplets

(r1,22,h)) et retourne comme output le skyline correspondant. Par contre, SKYLINE-
MERGE a comme input deux skylines et retourne le skyline obtenu en les combinant.

MergeSort : Notre solution est tres similaire & MergeSort, nous rappelons donc les détails
de cet algorithme. Le probleme a résoudre est d’ordonner une suite de nombres naturels
(Pinput est donc une suite de nombres naturels, et 'output une suite qui contient les
mémes éléments, mais ordonnés). Nous avons d’abord construit un algorithme MERGE
qui, étant donné deux suites S7 et Sy de nombres naturels ordonnées, retourne une suite
ordonnée contenant les éléments de S et Ss.

L’algorithme MERGESORT divise la suite donnée en 2 sous-suites (plus petites), qui sont
ensuite ordonnées (avec un appel récursif 8 MERGESORT). Puis, ces 2 sous-suites ordonnées
sont combinées avec ’algorithme MERGE pour obtenir une version ordonnée de la suite de
I'input.
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Puisque nous avons fait un appel récursif a MERGESORT, chacune des sous-suites sera elle
méme divisée en deux sous-suites, etc. Il faut donc définir un cas de base o la récurrence se
terminera. Il s’agit du cas ou la suite ne contient qu'un seul élément et est donc forcément
déja ordonnée.

On l'appelle un algorithme diviser-pour-régner puisqu’on divise le probléme en deux ins-
tances plus petites du méme probleme. ’algorithme MERGE est utilisé pour recoller les
solutions de ces instances pour obtenir la solution du probleme original.

Pour résoudre le probleme SKYLINE nous procédons de la méme fagon. Notre algorithme
(que nous appelons SKYLINESOLVE) commence par diviser la liste de batiments en deux
sous-listes (dont la taille vaut & peu pres la moitié de celle de la suite originale). Nous trou-
vons ensuite le Skyline de chacune de ces suites avec un appel récursif & SKYLINESOLVE.
Nous réduisons donc notre probléeme a deux sous-problemes qui sont toujours des instances
de SKYLINE, mais avec un input plus petit (il y a moins de batiments).

Les solutions de ces deux sous-problémes (les deux skylines) sont ensuite combinées avec
l'algorithme SKYLINEMERGE donné dans la partie a) (ce pas correspond donc & MERGE).
Comme avec MERGESORT, puisqu’il y a cet appel récursif, il faut définir un cas de base.
C’est le cas ou il n’y a qu'un seul batiment, et le skyline est égal a ce batiment.

On obtient au final, en pseudocode :

Call : SKYLINESOLVE
Input: Bat : Une liste de n batiments (de triplets (x1,x2, h))
Output: A : Le skyline correspondant (une suite de points (z, h))
if n =1 then
return ((Bat[l].z1, Bat[1].h), (Bat[1].z2,0))
else
m «— [n/2]
Bat; « la sous-suite de Bat composée des m — 1 premiers éléments de Bat
Batg « la sous-suite de Bat composée des autres éléments (batiments) de Bat
Skyline; < SKYLINESOLVE(Bat;)
Skylines < SKYLINESOLVE(Bats)
return SKYLINEMERGE(Skyliney, Skylines)

3. Sac a dos 0/1

a)

La valeur maximale est 45. Il y a deux solutions correctes : les ensembles qui atteignent
ce maximum sont :

{A,C,E} et {B,D,E}

Pour les détails voir la figure 1.

Les fleches diagonales corréspondent a la branche passant par le pas 9 de I'algorithme du
polycopié et les fleches verticales aux branches passant par 11 ou 14. Les fleches en gris
sont les décisions rejetées parce que 'autre chemin est mieux.
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Les fleches en gras donnent des chemins optimaux (fleche diagonale a la iéme étape : on
prend l'objet i ; fleche verticale : on ne le prend pas).

b) La solution optimale n’est pas unique, c.f. le corrigé du point précédent. On peut adap-
ter I’algorithme pour trouver toutes les solutions optimales. La méthode la plus simple est
d’utiliser une récursion pour le faire (Initialement, nous appélons GETOPTIMALCHOICE2(W, n, C)).

Call : GETOPTIMALCHOICE2(w, i, C)
Input: L’input & KNAPSACK et le C calculé. x| | est statique.
Output: Un choix optimal.
if i > 1 then
if Ci—1w = Ci,w then
x[i] < 0
GETOPTIMALCHOICE2(w,i — 1,C)
if Ci—1,w—w; T Vi = Ciw then
xfi] — 1
GETOPTIMALCHOICE2(w — w;, i — 1,C)
else
Print “Solution :” z[ |

¢) Chaque solution (optimale ou non, admissible ou non) est un sous-ensemble de

{1,2,...,n}.
Donc, affirmation est vraie parce que |Pot({1,2,...,n})| = 2™
d) On peut choisir v; = 1 et w; = 1 pour i = 1,...,n et W = n/2. Les solutions optimales
sont alors des sous-ensembles de {1,...,n} de taille n/2, et il y en a (n%). 11 est facile de

vrifier que

n
2n/2
(wz) s

d’ou le résultat.



Algorithmique - Semestre d’Automne 2010/2011 bortas . el S ORISR

o] o[ o[ o[ o] o] 0] o] o] o] 0] o] 0] 0] o] 0] 0] 0] 0] 0] 0] Ligneodec

N

\\ Objet A, Valeur 22, Cout 11

N

Y Y
o] o] o] o o] o] o] o] o] o] o]22]22]22]22]22]22]22|22]22]22] Ligne1dec

NN

Y Y
| o] o] o] o] o] o] o]15]15]15]15|22]22|22]22|22]22|22]3737[37] Ligne2dec

/
/
7

Objet B, Vaeur 15, Cout 7

N
N

Objet C, Vaeur 8, Cout 6

Z

Y Y V\\V V'V
8

]
15[15]15|22]22| 23] 23| 23] 233037 [37[37] Ligneadec

o
o
o
o
o
o
=
ol
ol

A

/

Objet D, Valeur 15, Cout 7

5\15\15\22\22\23\30\30\30\30\37\37\38\ Ligne 4 deC

\\\\\\ Objet E, Valeur 15, Cout 3

| o] o\ 0\15\15\15\15\15\15\23\30\30\30\30\37\37\38\45\45\45\45\ Ligne5 de C

a
[

] ]
Lo[ o] o] o[ o] o] 8]

Fic. 1 — Knapsack 0/1



