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— Ecrivez votre nom et le numéro du probleme traité en haut de chaque feuille supplémentaire.
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— Les résultats des questions intermédiaires peuvent étre admis pour la suite de chaque
probleme.

— Pour obtenir la totalité des points, il est nécessaire de justifier raisonnablement toutes
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Probléme 1 [20 points].
1. On suppose que X,Y et Z sont des ensembles finis non vides. Que peut-on dire des
cardinalités de X,Y et Z si l’on sait que ZX“Y «— P(X xY), qu'il existe une injection
de Z dans {a,b,c,d, e} mais aucune surjection de {1,2} dans Z?

2. Soit A et B deux ensembles quelconques. Ecrire explicitement une bijection entre P (A)B
et P(B)A.

Solution

1. On pose z = |X|, y = |[Y|, et z = |Z|. Puisqu'il existe une injection de Z dans
{a,b,c,d, e}, on sait que z < |{a,...,e}| = 5. Puisqu’il n’existe aucune surjection de
{1,2} dans Z, on obtient z > 2. Donc z € {3,4,5}.
Par ailleurs, |ZXYY| = 2XWYT = 2249 ot |P(X x V)| = 28*Y] = 229, Puisqu’il existe
une bijection entre les ensembles ZXYY et P(X x Y), ils sont de méme cardinalité, et
donc 2*TY = 2%, Cette égalité implique que z doit étre une puissance de 2, et on a donc
forcément z = 4. On obtient la relation suivante entre x et y :

2(x +y) = xy. (1)

On peut exprimer z en fonction de y comme z = Qﬁ pour y # 2 et chercher pour
quelles valeurs de y x prend des valeurs entiéres positives. En utilisant le fait que la

fonction ¢ — tz_—tz est décroissante, prend une valeur négatives si t = 1, n’est pas définie

sit=2et2< tz_—tQ < 3sit > 6, les seules options possibles sont y = 3,4, 5, et on obtient

trois valeurs possibles pour le triplet (z,y, z) (y =5 donne un x non entier) :
($7 y? Z) 6 {(3’ 6’ 4)7 (47 47 4)7 (67 37 4)}'

2. On cherche & construire une application ¢ : P(A)® — P(B)4 qui associe & toute
application f: B — P(A) une application ¢(f) : A — P(B). Ainsi, pour tout a € A,
on doit définir un sous-ensemble ¢(f)(a) de B. Un candidat légitime est le suivant :

¢(f)(a) ={be Blac f(b)}

De maniere analogue, on définit ¢ : P(B)4 — P(A)? avec

Y(g)(b) ={a € Albe g(a)}

pour toute application g : A — P(B). On vérifie que ¢ o ¢ = Idp(ays, la vérification
de 'égalité ¢ o) = Idp(pya est similaire :

Yoo(f)b) = ¥(o(f))(b)
= {acAlbe o(f)(a)}
= {acAlbe{b € Blac f(b)}}
— {aeAlac f)),

ou la derniere égalité vient du fait que a € f(b) si et seulement sib € {V/ € B|a € f(V')}
et donc {ac€ Albe{V e Blac f(V)}} ={ac Alac f(b)} = f(b).
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Probléme 2 [20 points].

1. Montrer que si (L, <) est un poset, alors la relation <* définie sur L par = <* y si et
seulement si y < x est une relation d’ordre. On pose L* = (L, <*).

2. Soient n € N et Ba,41 le poset booléen d’ordre 2n + 1. Soient Py et P; les deux sous-
posets de Ba,+1 avec E € Py si et seulement si |E| est pair et F' € P si et seulement si
|F'| est impair. Dessiner le diagramme de Hasse de Py et P; quand n = 1. Montrer qu’il
existe un isomorphisme de posets entre Py et P;.

3. Démontrer que les largeurs de Py et de P; sont toutes deux égales a (2";'1).

Solution

1. On utilise les propriétés du poset (L, <). Pour tout € L, on a = < z, et donc x <* z,
la relation <* est donc réfléxive. Pour toute paire d’éléments z,y € L, si x <* y et
y <* x,alors y <z et x <y, et donc x = y, la relation <* est donc antisymétrique.
Enfin, si trois éléments z,y, z € L vérifient x <* y et y <* z, alors y <z et z < y, ce
qui implique que z < z, autrement dit, x <* z. La relation <* est donc transitive.

2. Quand n =1, 0ona Py = {0,{0,1},{0,2},{1,2}} et P, = {{0},{1},{2},{0,1,2}}, et les
uniques inclusions sont celles qui suivent : () C {0,1},{0,2},{1,2}, et {0},{1},{2} C
{0,1,2}}. Les diagrammes de Hasse de ces posets sont donc ceux présentés ci-dessous.

/ M

On considere l'application ensembliste ¢ : Py — P; définie par ¢(E) :=2n+ 1\ E =
Ec. Cette application est bien définie car [2n + 1\ E| = 2n + 1 — |E| est impaire (|E|
est pair). L’application ¢ : Pj — Py définie par ¢(F) := 2n+ 1\ F = F€ est bien
définie pour les méme raisons que ¢ et comme (E€)¢ = E, elle est l'inverse de ¢. Ces
applications sont donc des bijections. De plus, si S,7T sont deux éléments de Py, alors
S C T si et seulement si T¢ C S¢ ie., ¢(S) C ¢(T) si et seulement si S C T, ce qui
montre bien que ¢ est un isomorphise de posets.

3. Comme P, et P; sont isomorphes, ils ont la méme largeur. Si n est pair, on considere
les éléments de Py qui contiennent exactement n éléments de 2n+ 1. Il y en a (2”;1)
et ils sont deux a deux incomparables. Comme L%J = n, le théoréeme de Sperner
nous garantit que cette antichaine est maximale, sinon il existerait une antichaine plus
grande dans Ba,11. Si n est impair, on considere les éléments de P; qui contiennent
exactement n éléments de 2n + 1 et le méme raisonnement s’applique.
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Probléme 3 [20 points]. Soient (A,<,) et (B, <p) deux treillis finis, avec AN B = 0, et
soit aps le maximum de A. On définit le poset A ® B = (C, <) avec C' = (A \ {an}) U B et
x < ysietseulement six,y € A,x <gqyouzx,yc€ B,x<pyouxecAyecB.

1.
2.

Montrer que A @& B est un treillis.

Trouver une antichalne de taille maximale de A ® B et une décomposition minimale en
chaines de A @ B en fonction de celles de (A, <4) et (B, <p).

Calculer la fonction de Mobius sur A & B en fonction de celles de (A, <4) et (B, <p).

Solution

1.

On commence par vérifier que A @ B est un poset. La relation < est réflexive car <z
et <p le sont sur A et B respectivement. La relation < est antisymétrique sur A et sur
B par antisymétrie de <4 et <p et une double relation = < y et y < x est impossible
avec x € A et y € B; larelation < est donc antisymétrique. Une paire de comparaisons
r < y et y < z ne peut fair intervenir que 4 cas : (z,y,2) € ASUA? x BUA x B?UB?3,
tous les autres étant en contradiction avec la définition de <. Si (z,y,2) € A3 U B3,
r < z par transitivité de <4 et <p. Si (z,%,2) € A2 x BU A% x B, on a trivialement
z < z. La relation < est donc transitive.

Montrons que C' = A @ B est un treillis. Si (z,y) € (A\ {aax}) x B, alors infeo(z,y) =
ming(z,y) = x est le plus grand des minorants possibles et supq(z,y) = maxgo(z,y) =y
est le plus petit des majorants possibles. Si (z,y) € B2, comme infg(z,y) et supg(z,y)
existe dans B et qu'il sont tous deux superieurs a tout élément de A\ {aps}, on a
info(z,y) = infp(z,y) et supa(x,y) = supg(x,y). Un raisonnement analogue montre
que si (x,y) € A2, on a info(x,y) = infa(x,y) et sisupy(x,y) # an, alors supg(z,y) =
sup 4(x,y). Si (z,y) € A% avec sup 4(x,y) = ayy, alors by,, le minimum de B, est le plus
petit des majorants de x,y et donc sups(x,y) = by,. Ces cas sont exhaustifs, et donc C
est bien un treillis.

. Comme pour toute paire a € A, b € B, les éléments a et b sont comparables, une

antichaine de C est forcémment contenue dans A ou dans B. Une antichaine de taille
maximale dans C' est donc réalisée par une antichaine de taille maximale dans A ou
dans B. Remarquons que comme ajy; est comparable avec tous les éléments de A, il ne
sera dans aucune antichaine de taille maximale de A & moins que A = ajs, mais alors
on peut toujours prendre une antichaine de taille maximale dans B. Par le théoreme de
Dilworth et ce qui précede, on sait qu’une décomposition minimale en chaines de A® B
contiendra max(Largeur(A), Largeur(B)) chaines. Soit

t
A:|i|r;4 et B=||T7
i=1 j=1

des décompositions minimales en chaines de A et B. Supposons que s < t, le cas s > ¢t
se traite de maniere similaire. On définit les chaines FZC de C' en posant

FiC:F;AUFzB pouri:1,...56‘511?:11;B pour¢t=s+1,...¢%.

Comme T < T8, les T'{ sont totalement ordonnés et forment donc bien des chaines.
Tous les FZ»C sont deux a deux disjoints car les F;A et F? le sont. La décomposition est
minimale car le nombre de chalnes est celui donné par le théoreme de Dilworth.
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3. La fonction de Mdobius sur le treillis C' est 'unique fonction bivariée uc : C x C — Z
t.q. pc(c,d) =0sic & det

1 sic=d
Z nele,r) = 0  sinon.

c<Lr<Ld

Si on se restreint au couple ¢, d dans (A \ {an}) U {bm} (on remplace aps par by,), on
voit que pc(e,d) = pa(e,d) par unicité de la fonction de Mobius bivariée sur A qui
satisfait exactement les conditions ci-dessus. Le méme raisonnement est valable pour les
couples ¢,d dans B, uc(c,d) = pup(c,d). Sid € A\ {apy} et ¢ € B, alors uc(c,d) =0
par définition de C' et puc. Supposons maintenant que ¢ € A\ {aps} et d € B. On a alors

0= Z MC(CJ?) = Z MC(C7x)+ Z uo(c,m)

c<Lrd cLxLbm b KLrLd,x7#bm
= § ,U;A(C,Hf)‘i‘ § MC<C7$)
cLrLbm b Lz <Ld,xF#bm,
=0

Si d est un successeur immédiat de by, alors cette égalité montre que uc(c,d) = 0. Cest
le premier pas d’une récurrence : supposons que puc(c,d’) = 0 pour tous les d’ # by, d
avec b, < d" < d. Alors I'égalité ci-dessus et I’hypotheése de récurrence donnent

MC(Qd) = - Z /,LC(C,SC) =0
z by, <2 Ld,
xE by, x#d

En résumé, on a :

pale,d)  sie,de (A\{an}) U{bn}
puc(e,d) =4 pp(e,d) sic,de B

0 sinon.
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Probléme 4 [20 points].
1. Soit G = (V, E) un graphe a n sommets. Prouver que si G est isomorphe & son graphe
complémentaire, i.e. le graphe G’ = (V, (‘2/) \ E), alors n = 4k ou n = 4k + 1.
2. Quel est le nombre chromatique d’un arbre (justifier) ? Soient G; = (V, E1) et Gy =

(V, E3) deux arbres sur le méme ensemble de sommets. Soit G = (V, E1 U E3). Prouver
que G est 4-coloriable.

Solution

1. On pose e = |E| et ¢/ = |(‘2/) \ E| = (3) — e. Puisque G et G’ sont isomorphes, on a
e=¢ = () —e dou

Puisque 4|n(n — 1), on doit avoir soit 4|n, soit 4|n — 1, soit 2|n et 2|n — 1. Ce dernier
cas ne pouvant pas se présenter puisque n et n — 1 sont de parité différente, on a fini.
2. e Un arbre étant acyclique, il ne contient en particulier aucun cycle de taille impaire,
il est alors biparti et donc 2-coloriable. On peut aussi le prouver par récurrence sur
le nombre de sommets de l'arbre (en enlevant une feuille & un arbre de taille n + 1,
on se ramene a un arbre de taille n qu’on colorie avec 2 couleurs par hypothese de
récurrence, et on donne a la feuille la couleur opposée a celle de son unique voisin).
e Chaque Gj étant un arbre, il admet un coloriage f; : V' — {0, 1}. On définit le coloriage
f suivant de G = (V, By U Es). Soient f': V — {0,1}2? et f”: {0,1}? — {0,1,2,3}
les deux applications définies par

[V —{0,1}?
v (fi1(v), f2(v))

et

f7:{0,1}* = {0,1,2,3}

Alors f” o f" est un coloriage valide de G & 4 couleurs. En effet, pour (v,v") € Ey U Es,
on a soit (v,v’) € Ej et dans ce cas f/(v) et f'(v') different sur la premiére coordonnée
et donc f(v) # f(v'); soit (v,v") € Ey et dans ce cas f'(v) et f'(v') different sur la
seconde coordonnée et donc f(v) # f(v') également.
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Probléme 5 [20 points].
1. Prouver que tout graphe planaire sans triangles a un sommet de degré au plus 3.

2. Prouver que tout graphe planaire sans triangles peut étre colorié avec au plus 4 couleurs.

Solution

1. Soit H un graphe planaire sans triangles. On considére une composante connexe G de
ce graphe H. Si G est un arbre, il admet au moins une feuille, donc un sommet de degré
1 < 3 et on a fini. Sinon, G est de circonférence g > 4. Soient n et e respectivement le
nombre de sommets et d’arétes de G. Par un théoreme du cours, on sait que

g 4

n—2)<——(n—2)=2(n—2).

<
€ 12

=52

On suppose par I'absurde que G n’admet aucun sommet de degré au plus 3. Alors on a

2e = deg(v) > Z 4 =4n,
veV(G) veV(G)

et donc e > 2n. On a donc 2(n — 2) > e > 2n, une contradiction. Chaque composante
connexe de H admet donc un sommet de degré au plus 3.

2. On le prouve par récurrence sur le nombre de sommets du graphe. Pour un graphe a un
seul sommet (trivialement planaire et sans triangles), l’assertion est claire. Pour n > 1,
soit GG un graphe planaire sans triangles a n + 1 sommets. Par la question 1, on sait que
G admet un sommet de degré au plus 3. En retirant un tel sommet v ainsi que toutes
les arétes qui le touchent du graphe, on obtient un graphe G’ & n sommets, toujours
planaire et sans triangles, qu’on peut donc colorier avec 4 couleurs par hypothese de
récurrence. Dans G, on attribue a chaque sommet distinct de v la couleur qui lui est
attribuée dans le 4-coloriage de G’. v ayant au plus trois voisins, il existe au moins une
couleur qui n’a pas été attribuée a I’'un de ces voisins ; on colorie v avec cette couleur.



glgeﬂm%

Mathématiques discretes - Automne 2012/13

Probléme 6 [20 points]. Pour toute suite v = (v,)nen de nombres réels, on définit la
suite Av des différences finies de v, par Avy, := v,11 — v, ¥n € N. On note A%v = A(Av).
Soit u la solution de I’équation

6Au,_1 = A?u,, Yn>1

avec les conditions initiales ug = 3,u1 = 2,uo = 14. Soit F' la série génératrice des wu;,
— n
F =3 cnunz™

1. Montrer que F' = 3—4x—5z>

1—22—522+6x3 °
2. Trouver une forme close pour les u,,.

Solution

1. Soit wy, = Upy1 — Up, alors Au, := Awy, = Wyl — Wy = Unyo — Unp1 — (Uns1 — Up) =
Up+2 — 2Upt1 + Uy, et donc 'équation devient 6(uy, — up—1) = Upt2 — 2Upt+1 + Up, et
alors upto — 2upy1 — dUy + 6up—1 = 0, ¥V > 1. On doit donc trouver une expression
rationnelle pour la série formelle ZZOZO UpX™ OU Up43 —2Up42 — DUp+1+6uy =0, Vn > 0.
On a

[e.9] [e.9] o0 o0
Z Un+3l'n+3 _ 2 Z un+2xN+3 _ 5 Z un+1xn4r3 + 6 Z unxn-‘r?) — 0
n=0 n=0 n=0 n=0

et donc
F — (34 2z + 142%) — 22(F — (3 + 2z)) — 52%(F — 3) + 623F =0

qui donne (1 — 2z — 522 + 623)F = 3 — 42 — 522, et le résultat attendu s’ensuit.

, 1 . . . 4z 52
2. On décompose en élément simple la fraction rationelle %. On commence par

factoriser le dénominateur qui possede la racine évidente 1 (par division euclidienne par
exemple) : 1—22—522+623 = (1—2)(1—2—62?). Les racines du polynéme 1—z—6x2 sont
—1/2et 1/3 et donc 1-22—5224-62° = 6(x—1)(z—1/3)(z+1/2) = (1—2)(1-3z)(1+2z).
On cherche alors A, B, C tels que

3 — 4z — 52 A B C

= . 2
1—2x — bx? + 623 1—x+1—3x+1+2x (2)

En multipliant les deux membres de (2) par (1 — x) puis en avaluant les fonctions
rationnelles en = 1, on obtient A = (—6)/(—6) = 1. En faisant de méme avec 1 —3x et
en avaluant en x = 1/3, puis faisant de méme avec 1 + 2z et en évaluant en z = —1/2,
on obtient B =1 et C'=1 (on peut aussi résoudre un systeme linéaire a trois inconnus
pour trouver A, B et C'). Finalement

o0

3 — 4z — 5z? 1 1 1
— — 1 377, 72% n
1 92 5221655 1-2"1-3z 1522 n;)( +30 4 (=2)")

et donc u, =1+ (—2)" + 3".



