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Exercice 3.1.
1. Trouver les 16 types possibles de posets a 4 éléments.
2. Soit R? muni de l'ordre produit <y, i.e.,

V(z,y), (2',y) € R, (z,y) <o (¢/,y) <=z <a'ety <y

Soit C1 le disque ouvert de rayon 1 centré sur l’origine, C2 = [—1,0] x [-1,0] et C = C; UC5.
Etudier l'existence pour C' de minorants, majorants, borne inférieure, borne supérieure,
plus petit élément, plus grand élément.

Solution 3.1.

1. Voici la liste des diagrammes de Hasse correspondants :
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2. i) Tout minorant (z,y) € R? de C doit satisfaire V(z',y') € C,z < 2’ ety < ¢/'. (z,y) doit
donc satisfaire z < —1,y < —1. L'ensemble des minorants de C' est donc
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ii) De méme, I'ensemble des majorants de C' est
Mipnqj = [1,00[.

iii) La borne inférieure ou plus grand minorant (z;,y;) de C satisfait (z;,y;) € Myn et
pour tout (33, y) € MnLina (aj) y) <2 (xiv yl)/ c’est-a-dire que pour tout (JZ, y) € Mmin/ ona
x < z; ety <y;.Onaura donc (z;,y;) = (—1,—1).

iv) De méme, la borne supérieure (zs,y,) de C satisfait (zs,ys) € Mnq; et pour tout
(,Y) € Mimaj, (zs,ys) <2 (z,y). On aura donc (z,,ys) = (1,1).

v) Par définition, le plus petit élément (i, Ymin) de C, s'il existe, satisfait a la fois (g, yo) €
C et (z0,Y0) € Mpmin. Or C N Mpin, = {(—1,—1)}; le plus petit élément de C' est donc
(—1,-1).

vi) C'n’admet pas de plus grand élément : en effet pour tout (z1,x2) € C, il existe (y1,y2) €
Cavecz; <y ouxy < ys.

Exercice 3.2. Démontrer les assertions suivantes :

1. Soit (E, <) un poset et F' C E. Alors (F, <) est un poset, appelé sous-poset de E.
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2. Soit (E, <) un poset. Alors (E, <) est isomorphe a un sous-poset de (P(E), C).

3. Soient <; et <, deux relations d’ordre sur P. Soit <;2=<; N <; la relation sur P définie par
a <o bsietseulementsia <; beta <3 b. Alors <;5 est une relation d’ordre. De manieére
générale, si <;, i = 1,...,n, sont des relations d’ordre sur P, on définit <= ﬂ?:l <;sur P
parz Ly = Vi,x <; y.

Solution 3.2.

1. Soit R la relation d’ordre correspondant au poset (E, <), c’est-a-dire que
R ={(a,b) | a,b€ E,a <b}.

1l s’agit d’abord de bien définir (F, <). Soit R la relation R restreinte au sous-ensemble F’
de E, c’est-a-dire que
Rrp ={(a,b) | a,be F,(a,b) € R}.

Onnote que Rr C R. (F,<) = (F, Rr) correspond donc au sous-ensemble F' de £ muni de

la relation Rr. Pour démontrer que (F, <) est un poset, il faut montrer que Rp est bien un

ordre partiel sur F. Or

e Pourtouta € F,onaa € E, et par réflexivité de R, on a bien (a,a) € R et donc (a,a) €
Rp.

e Pour tous a,b € F tels que (a,b) € Rp et (b,a) € Rp, on aura a,b € E et (a,b) € R,
(b,a) € R par définition de Rp. Par antisymmeétrie de R, on a donc bien a = b.

e Pour tous a, b, c € F tels que (a,b), (b,c) € Rp, on aura (a,b), (b,c) € Retdonc (a,c) € R
par transitivité de R. Ceci joint au fait que a, ¢ € F' implique que (a,c) € Rr et donc Rr
est bien transitive.

2. Soit (E, <) un poset. On définit I'injection suivante de E dans P(E) :

¢: E— P(E)
z— E,={2€F | z<x}.

L’application ¢ est bien une injection car si £, = E, alors z,y € F, = Eyetdoncz <y
ety < z, qui implique que = = y. Soit F' = Im(p) C P(E), les ensembles E et F' sont en
bijection. (F, C) est bien un poset (voir question 1). Pour vérifier que les posets (E, <) et
(F, C) sont isomorphes, il suffit de vérifier que

Ve,ye L, v <y& E, C L,

Soient donc z,y € E tels que « < y. Pour tout z € E,, ona z < z par définition de E,. Or
x <y, donc par transitivité z < y et donc z € E,. D'ou E, C E,,.

Soient maintenant z,y € E tels que x £ y. Il existe alors un élément z € E, telque 2 ¢ E,, :
il suffit de prendre z = z.Onadonc E,  E,.

3. e Par réflexivité de <; et <5, ona pour toutz € P quez <; z etz <y z,etdonc x <;5 .
<19 est donc réflexive.
e Pourtousz,y € P,siz <o yety <ipzalorsz <y, z<sy,y <y zety <, x,doncen
particulier par antisymmétrie de <;, on aura x = y. <5 est donc antisymmétrique.
e Pour tous x,y,2 € P,six <;ayety <o z,onaurazr <1y, <o y,y <1 zety <s z.
Par transitivité de <;, on a donc bien x <; z, et par transitivité de <,, ona z <, z, d’ol1
x <19 2. <19 est donc transitive.

Etant réflexive, antisymmétrique et transitive, <;5 est donc bien une relation d’ordre.

Exercice 3.3. Soit (P, <) un poset fini. On rappelle qu'une relation d’ordre <; étend la relation <
siVz,y € P,x <y = x <; y. La relation d’ordre <; est une extension linéaire de < si <; étend <
et <; est un ordre total sur P.
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1. Soit a,b € P avec a||b. Montrer qu’il existe une extension linéaire <; de < qui vérifie b <; a.
(Indication : soit A = {z|a < z}. Ordonner linéairement A et P \ A en respectant <, puis
fusionner ces deux ordres totaux. Ou se trouve b?).

2. Soient <4, ..., <, des relations d’ordre total sur P et <= ﬂ;;l <; (c.f. Exercice 3.2 pour la
définition). Montrer que deux éléments a et b sont incomparables pour < si et seulement si
il existe <; et <; aveca <; b(danslesensotia <; beta # b) etb <; a.

3. Soit L I'ensemble des extensions linéaires de <. Montrer que <= ﬂ <.
<i;€eL
4. On appelle dimension linéaire de (P, <) le nombre minimal n d’extensions linéaires <;, i =
1,...nde < telles que <= ﬂ?zl <;. Trouver les dimensions linéaires des posets suivants :

(@ ({ao,...,an}), <) aveca;||a; sii # j.
(b) ({0, {1}, {1,2}, {3}, {1,2,3}}, ©).
() (Div(6), |).

Solution 3.3.
1. Soit <4 une extension linéaire de (4, <) :
a<pxy <A <A Ty
avec A = {a,z1,..., 7}, et soit <p\ 4 une extension linéaire de (P \ A, <) :
Y1 <p\a - Sp\a s,
avec P\ A = {y1,...,ys}. On considére 'ordre linéaire <; sur P donné par
Y1 Sp\a - SP\AYs S1aS4%1 <4 S4 Ty

Alors <; étend < : en effet, soit 8 < a dans P. Si o, 8 € A, alors par construction de <4,
B <a a.Sia,p € P\ A, alors par construction de <p\ 4, 8 <p\4 . Sinon, a € P\ A et
B € An’est pas possible : en effet

beA=a<f=a<f<a=acA

ce qui est une contradiction. Ainsi« € Aet 5 € P\ Aetdonc 3 <; a. Des lors, comme b||a,
beg A,etdonch e P\ Aetainsib <; a.

allb<=a &L betb£ a
<= (Jjtq.ag,;b) et (Fitqb¥a)
<~ (Fjtq.b<;a)et (Fitqg.a<;b),

ol la derniere équivalence suit du fait que les ordres <; et <, sont totaux.

3. Il s’agit de démontrer que pour tous a,b € P, a < bsietseulementsia <; bV <;€ L.

Or si a et b sont comparables pour <, disons a < b, alors a <; bV <;€ L par définition d'une
extension linéaire. Conversement, si a et b ne sont pas comparables, alors par la question 2,
il existe des extensions linéaires <;, <o€ L telles que a <; bet b <y a. Ainsi on a bien

a§b<:>V§z€L,a§Zb

4. (a) Soit P, = {ag, ..., an}. On prouve d’abord que dim(P;, <) < 2 en donnant deux exten-
sions linéaires <; et <5 de < telles que <:=<; N <,. On définit donc
<tiap<iar <y oSy ag e, 0 <paj i<,
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<o ap Zgan_1Z2...%2ag,ie,a;,<0a; &0 2.

Soit a; # a;, et soit <:=<; N <y, Alorssii < j, comme a; < aj = a; <o aj,onai > j,
ce qui est impossible. Si i > j, comme a; < a; = a; <1 aj,onai < j, ce qui est aussi
impossible. Deux éléments différents ne sont jamais comparables pour < et donc <=<.
Ainsi dim(Py, <) < 2. De plus, on a dim(P;, <) # 1 puisque < n’est pas un ordre total.
Ainsi, dim(Py, <) = 2.

(b) Soit P, = {0, {1},{1,2},{3},{1,2,3}}. On définit les deux extensions linéaires suivantes
de C:
<i: Q) <1 {1} <1 {172} <1 {3} <1 {17273}
<o 0 <o {3} <o {1} <2 {1,2} <5 {1,2,3}.
On vérifie que C est contenu dans <; N <3, d’ott dim(P,,C) < 2. Par ailleurs, {1}||{3}
pour C, et donc dim(P,, C) > 1. Finalement dim(P,, C) = 2.

(c) On définit les deux extensions linéaires suivantes de | :
<1:01<12<13<546
<91 1<53<5,25,6.
On raisonne comme dans la question (b) ci-dessus pour obtenir dim(Div(6), |) = 2.

Exercice 3.4. On cherche a démontrer que la dimension linéaire de (Div(30), |) est 3.

1. Trouver trois ordres linéaires <q, <9, <3 sur Div(30) avec | = <; N <y N <3 (on pourra
s’inspirer du diagramme de Hasse de (Div(30), |)).

2. On suppose par l'absurde que | = <; N <3 avec <4, <, des ordres linéaires. Soient a, b, c
tels que {a,b,c} = {2,3,5}. Montrer que

a<1b<e=c<ob<sa

3. Montrer alors que b|ac et conclure.

Solution 3.4.
30
DX
2 5
1. ! Dans le diagramme de Hasse du poset (Div(30), |) ci-dessus, on définit

les trois “axes” donnés par les arétes (1,2), (1,3) et (1,5). On définit les trois extensions
linéaires suivantes de | :

<10 151253516555 10<5715<:30
<3:1<33<35<3156<32<36<310<330
<o 1 <95 <22<5510<53 <215 <36<230,

ol pour chaque extension linéaire on a ordonné les éléments du poset selon 1'un des trois
axes.

Soit B, = {z | a <; =,i = 1,2,3}. On a E; = Div(30), B, = {2,6,10,30}, E5 =
{3,6,15,30}, E5 = {5,10,15,30}, Es = {6,30}, E19 = {10,30}, E15 = {15,30}, et E3y =
{30}. On vérifie aisément que pour tout a € Div(30), on a bien E, = {z | a < z}, et donc
que| = (<1 N <N <y).
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2. Pour tous a,b € {2,3,5}, ona al|b pour |. Or puisque | = <; N <y,
a <y betallbpour | = b <3 aq,
et de méme
b <; cetb|lcpour | = ¢ <5 b.
D’ou
6<1b<sc=c<b<sa.
3. Comme alac et c|ac, on doit avoir a <; ac, a <3 ac, ¢ <1 ac et ¢ <5 ac. Ainsi,

a<ib<ic<jacete<gb<s5a<sac,

d’ott b <1 acetb <3 ac, ce qui implique que blac. Mais comme 3 1 10,2 1 15 et 5 1 6, il est
alors impossible d’avoir | = (<; N <3), et on a donc dim(Div(30), |) = 3.

Exercice 3.5. On donne les posets P1 et P2 par leur diagramme de Hasse ci-dessous.
1. Pour chacun de ces posets, en calculer une extension linéaire.

2. Calculer les valeurs de leur fonction de Moebius bivariée 11 (1, a1) et p2(1, a2) quand ay €
Pretas € Ps.

0

i

$

Solution 3.5.

1. Pour trouver une extension linéaire, on utilise la méthode du cours, a savoir, on procede
par induction en enlevant étape par étape un élément maximal. On obtient les extensions
linéaires suivantes pour nos posets :

P:1<2<3<4<6<8<10<5<7<9<11<0
P:1<2<3<4<5<7<6<8<10<9<11<12<13<14<0.




Mathématiques discretes - Automne 2012 Feuille d’exercice 3

2. e Dans P; :

p1(1,1) =i (1,7) = pa(1,11) =1
p1(1,2) = pa(1,3) = pa(1,4) = pa(1,6) = pa (1,8) = p1(1,10) = 1 (1,0) = —1
pa(1,5) = pa(1,9) = 2.

=

e Dans P, :
NQ(L 1) = /1‘2(138) = ILL2(1’ 11) =1
N2(172) = M2 1a H2(134) = /’L2(177) = /1’2(17 10) =-1
M2(175) =2
p2(1,6) = p2(1,9) = p2(1,12) = p2(1,13) = p2(1,14) = p2(1,0) = 0.



