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Les images vues comme des matrices
Une image de résolution 1323× 1984 pixels:

3 couleurs par pixels =⇒ on représente l’image avec une m × n
matrice A = (Ared Agreen Ablue), m = 1323 et n = 1984× 3 = 5952!
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Norme de Frobenius

Definition: norme de Frobenius

Soit A une matrix m × n, la norme de Frobenius est

||A||F =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

A2
i ,j .

Remarque: on peut montrer que ||A||F =
√∑r

i=1 σ
2
i où r est le nombre

de valeurs singulières non-nulles.

On cherche Ak , une matrice m × n telle que
Ak = argmin

X t.q. rg X=k

||A− X ||F pour k ≤ r .

Rappel: rg A = r .
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Approximation de rang faible

On cherche Ak , une matrice m × n telle que
Ak = argmin

X t.q. rg X=k

||A− X ||F pour k ≤ r .

Théorème: approximation de rang faible

Soient U = (u1 · · · um), V = (v1 · · · vn), Σ =

(
D 0
0 0

)
et

D = diag(σ1, · · · , σr ) les matrices de la SVD de A, alors

Ak = UkDkV
>
k

où Uk = (u1 · · · uk), Vk = (v1 · · · vk) et Dk une matrice diagonale
contenant les k premières valeurs singulières de A.

Remarque: on peut montrer que ||A− Ak ||F =
√∑r

i=k+1 σ
2
i
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Utilité pour la compression
Initialement, l’image contient m × n éléments.
Idée: stocker uniquement les k � r colonnes de U et V et valeurs
singulières correspondantes.
On a donc (m + n + 1)× k éléments.
Pour une l’image RGB de 1323× 1984, utiliser k = 100 donne
(1323 + 3× 1984 + 1)× 100/(1323× 3× 1984) ' 9.2%.
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L’erreur de reconstruction
On a:

||A||F =
√∑r

i=1 σ
2
i

||A− Ak ||F =
√∑r

i=k+1 σ
2
i

 =⇒ ||A− Ak ||F
||A||F

=

√∑r
i=k+1 σ

2
i√∑r

i=1 σ
2
i

= 1−

√∑k
i=1 σ

2
i√∑r

i=1 σ
2
i
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Compression avec k = 10
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Compression avec k = 50
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Compression avec k = 100
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Compression avec k = 500
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