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La derniere fois: la dimension

—‘

Théoreme 12.2: Soit V un espace vectoriel engendré par un systeme
géenérateur fini. Chaque base de V a le méme nombre d’éléments, appelé la
dimension de V.

On a seulement montré que si il y a deux bases, elles ont le méme nombre
d’éléments.

Mais on n’a pas montré que une base toujours existe (sauf quand V contient
qgue le vecteur 0).
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Existence d’une base

Théoreme 13.1: Soit V un espace vectoriel engendré par un systeme
générateur fini, V # {0}. Alors, V a une base.
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Déemonstration

Comme toujours, dans plusieurs étapes...

Soit G un systeme générateur fini de V et B un sous-ensemble libre de G avec le
nombre maximum d’éléments.
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Déemonstration

Comme toujours, dans plusieurs étapes...

Soit G un systeme générateur fini de V et B un sous-ensemble libre de G avec le
nombre maximum d’éléments. C'est-3-dire

o Les éléments de B sont linéairement indépendants,

e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]

e Si Cest un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
B, donc C n’est pas libre
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Déemonstration

Comme toujours, dans plusieurs étapes...

Soit G un systeme générateur fini de V et B un sous-ensemble libre de G avec le
nombre maximum d’éléments. C'est-3-dire

o Les éléments de B sont linéairement indépendants,

e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]

e Si Cest un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
B, donc C n’est pas libre

Premiere etape: B +£0.
Par I’hypothese, V # {0}, donc G a un élément ¢ qui n’est pas 0. Alors, {c} est libre
et donc |B| = |{c}|=1. Donc, B ne peut pas étre vide.

g tobscrcronalE theni
ot s S s



Déemonstration

Comme toujours, dans plusieurs étapes...

Soit G un systeme générateur fini de V et B un sous-ensemble libre de G avec le
nombre maximum d’éléments. C'est-3-dire

e Les éléments de B sont linéairement indépendants,

8| Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]

e Si Cest un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
B, donc C n’est pas libre

Premiere etape: B +£0.
Par I’hypothese, V # {0}, donc G a un élément ¢ qui n’est pas 0. Alors, {c} est libre
et donc |B| = |{c}|=1. Ponc, B ne peut pas étre vide.
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Déemonstration

Comme toujours, dans plusieurs étapes...

Soit G un systeme générateur fini de V et B un sous-ensemble libre de G avec le
nombre maximum d’éléments. C'est-3-dire

e Les éléments de B sont linéairement indépendants,

8| Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]

e Si Cest un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
B, donc C n’est pas libre

Premiere etape: B +£0.
Par I’hypothese, V # {0}, donc G a un élément ¢ qui n’est pas 0. Alors, {c} est libre
et donc |B| = |{c}|=1. Ponc, B ne peut pas étre vide.

On pose B =1{b1, by, ..., bn}.
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons
linéaire des ceux-ci de B.

Soit c un élément de G.
(a) Sic e B, donc c € (B)
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons
linéaire des ceux-ci de B.

Soit ¢ un élément de G.

(a) Sic e B, donc c € (B)

(b) Soitc € B. Si ¢ &€ (B), on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une contradiction.
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons
linéaire des ceux-ci de B.

Soit ¢ un élément de G.

(a) Sic e B, donc c € (B)

(b) Soitc € B . Silc & <B>l on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une contradiction.
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons

linéaire des ceux-ci de B. C'est-a-dire
e Les éléments de B sont linéairement indépendants,
Soit c un élément de G. e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]
] e Si Cest un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
(a) Slic € B, donc c € <B> B, donc C n’est pas libre

(b) Soitc € B . Silc & <B>l on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une contradiction.
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons

linéaire des ceux-ci de B. C'est-a-dire
e Les éléments de B sont linéairement indépendants,
Soit c un élément de G. e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]
] e |Si C est un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
(a) Slic € B, donc c € <B> "B, donc C n’est pas libre

(b) Soitc € B . Silc & <B>l on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une contradiction.
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons

linéaire des ceux-ci de B. C'est-a-dire
e Les éléments de B sont linéairement indépendants,
Soit c un élément de G. e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]
] e |Si C est un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
(a) Slic € B, donc c € <B> "B, donc C n’est pas libre

(b) Soitc € B . Silc & <B>l on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une contradiction.

Si{c} U B nest pas libre, ilya ay,a9,...,a,,a € K, pas tous nuls, tels que
aib;1 +---+a,b,, +ac =0
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons

linéaire des ceux-ci de B. C'est-a-dire
e Les éléments de B sont linéairement indépendants,
Soit c un élément de G. e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]
] e |Si C est un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
(a) Slic € B, donc c € <B> "B, donc C n’est pas libre

(b) Soitc € B . Silc & <B>l on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une contradiction.

Si{c} U B nest pas libre, ilya ay,a9,...,a,,a € K, pas tous nuls, tels que
aib;1 +---+a,b,, +ac =0

Sia=0,donc a; =as =---=a, =0 parce que bq,...,b, sont
linéairement indépendants. Mais par I’hypothese, a, ai,...,a, ne sont pas
tous nuls, donc a#0.
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons

linéaire des ceux-ci de B. C'est-a-dire
e Les éléments de B sont linéairement indépendants,
Soit c un élément de G. e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]
] e |Si C est un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
(a) Slic € B, donc c € <B> "B, donc C n’est pas libre

(b) Soitc € B . Silc & <B>l on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une contradiction.

Si{c} U B nest pas libre, ilya ay,a9,...,a,,a € K, pas tous nuls, tels que
aib;1 +---+a,b,, +ac =0

Sia=0,donc a; =as =---=a, =0 parce que bq,...,b, sont
linéairement indépendants. Mais par I’hypothese, a, ai,...,a, ne sont pas
tous nuls, donc a#0.

aq a - L. \
Alors, c = —;bl — = ;”bn, doncc € (B), une contradiction a
I"hypothese c & (B).
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons

linéaire des ceux-ci de B. C'est-a-dire
e Les éléments de B sont linéairement indépendants,
Soit c un élément de G. e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]
] e |Si C est un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
(a) Slic € B, donc c € <B> "B, donc C n’est pas libre

(b) Soitc € B . Silc & <B>l on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une ¢ontradiction.

libre,ily a a1,aq,...,a,,a € K, pas tous nuls, tels que
1b1—|—~~-—|—anbn+ac:0

Si{c} U B nest pa

Sia=0,donc a; =as|=---=a, =0 parce que bq,...,b, sont
linéairement indépendants. Mais par I’hypothese, a, as,...,a, ne sont pas
tous nuls, donc a#0.

aq a - L. \
Alors, c = —;bl —/+ = ;”bn, doncc € (B), une contradiction a
I"hypothese ¢ & (B).
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Déemonstration

Deuxieme étape: G C (B), ca veut dire, les éléments de G sont des combinaisons

linéaire des ceux-ci de B. C'est-a-dire
e Les éléments de B sont linéairement indépendants,
Soit c un élément de G. e Si T est un sous-ensemble libre de G, donc |T| < | B]
] e |Si C est un sous-ensemble de G avec plus d’éléments que
(a) Slic € B, donc c € <B> "B, donc C n’est pas libre

(b) Soitc € B . Silc & <B>l on montre que I'ensemble {c} U B est libre, ce qui
nous donne une ¢ontradiction.

libre,ily a a1,aq,...,a,,a € K, pas tous nuls, tels que
1b1—|—~~-—|—anbn+ac:0

Si{c} U B nest pa

Sia=0,donc a; =as|=---=a, =0 parce que bq,...,b, sont
linéairement indépendants. Mais par I’hypothese, a, as,...,a, ne sont pas
tous nuls, donc a#0.

a a . L. N
Alors, c = —ibl —/+ = ;”bn, doncc € (B), une contradiction a
I"hypothese ¢ ¢ (B). Alors G C (B)
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Déemonstration

Troisieme etape: (G) C (B)
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Déemonstration

Troisieme etape: (G) C (B)

Chaque élément de G est une combinaison linéaire d’éléments de B, grace a la
deuxieme étape.
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Déemonstration

Troisieme etape: (G) C (B)

Chaque élément de G est une combinaison linéaire d’éléments de B, grace a la
deuxieme étape.

Chaque élément de (G) est une combinaison linéaire d’éléments de G, par
définition
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Déemonstration

Troisieme etape: (G) C (B)

Chaque élément de G est une combinaison linéaire d’éléments de B, grace a la
deuxieme étape.

Chaque élément de (G) est une combinaison linéaire d’éléments de G, par

définition

Donc, chaque élement de (@) est une combinaison linéaire d’éléments de B, ca
veut dire, (G) C (B)
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Déemonstration

Quatrieme etape: (B) =V
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Déemonstration

Quatriéme éta pe: <B> =V donc B est une base de V car B est libre par construction.
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Déemonstration

Quatriéme éta pe: <B> =V donc B est une base de V car B est libre par construction.
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Déemonstration

Quatriéme éta pe: <B> =V donc B est une base de V car B est libre par construction.

Par I’hypothese
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Déemonstration

Quatriéme éta pe: <B> =V donc B est une base de V car B est libre par construction.

Troisieme étape

V=(G)C(BCV

R

Par I’hypothese
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Déemonstration

Quatriéme éta pe: <B> =V donc B est une base de V car B est libre par construction.

Troisieme étape

V=(G)C(B)CV

]

Par I’hypothese CarBCV
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Déemonstration

Quatriéme éta pe: <B> =V donc B est une base de V car B est libre par construction.

Troisieme étape

V=(G)C(B)CV

]

Par I’hypothese CarBCV

|

Egalité partout
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Déemonstration

Quatriéme éta pe: <B> =V donc B est une base de V car B est libre par construction.

Troisieme étape

V=(G)C(B)CV

]

Par I’hypothese CarBCV

|

Egalité partout

(B) =V
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Les coordonnées

K corps, V un espace vectoriel sur K, B = {b,,...,b,}une base de V.

Proposition 13.1: Chaque a de V a une représentation unique comme
combinaison linéaire d’éléments de |a base B.
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Les coordonnées

K corps, V un espace vectoriel sur K, B = {b,,...,b,}une base de V.

Proposition 13.1: Chaque a de V a une représentation unique comme
combinaison linéaire d’éléments de |a base B.

Démonstration: Il faut montrer deux points.
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Les coordonnées

K corps, V un espace vectoriel sur K, B = {b,,...,b,}une base de V.

Proposition 13.1: Chaque a de V a une représentation unique comme
combinaison linéaire d’éléments de |a base B.

Démonstration: Il faut montrer deux points.

1. Chaque a a une représentation comme combinaison linéaire d’éléments
de B. B est une base, alors, par définition B engendre V. C’est-a-dire,
pour chaqueailya ¢,co,...,c, € K telsque a=c¢;b; +---+¢,by,
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Les coordonnées

K corps, V un espace vectoriel sur K, B = {b,,...,b,}une base de V.

Proposition 13.1: Chaque a de V a une représentation unique comme
combinaison linéaire d’éléments de |a base B.

Démonstration: Il faut montrer deux points.

1. Chaque a a une représentation comme combinaison linéaire d’éléments
de B. B est une base, alors, par définition B engendre V. C’est-a-dire,
pour chaqueailya ¢,co,...,c, € K telsque a=c¢;b; +---+¢,by,

2. Lareprésentation est unique. Si a=d,b; +---+d,b, , donc
0

a—a
— (c1bi 4+ cpby) — (diby 4 - + dyby,)

— (Cl — dl)bl + -+ (Cn — dn)bn
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Les coordonnées

K corps, V un espace vectoriel sur K, B = {b,,...,b,}une base de V.

Proposition 13.1: Chaque a de V a une représentation unique comme
combinaison linéaire d’éléments de |a base B.

Démonstration: Il faut montrer deux points.

1. Chaque a a une représentation comme combinaison linéaire d’éléments
de B. B est une base, alors, par définition B engendre V. C’est-a-dire,
pour chaqueailya ¢,co,...,c, € K telsque a=c¢;b; +---+¢,by,

2. Lareprésentation est unique. Si a=d,b; +---+d,b, , donc

0 = a—a
— (c1bi 4+ cpby) — (diby 4+ - - + dyby,)

— (Cl — dl)bl + - T (Cn — dn)bn

Mais les éléments de B sont linéairement indépendants, car B est une
base. Donc, ¢; =di,c2 =da,...,c, = dy,, C€ que on voulait montrer.
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Les coordonnées

K corps, V un espace vectoriel sur K, B = {b,,...,b,}une base de V.

Définition 13.1: Soit a un vecteurde V. Si a=c¢;b; +---+ ¢,b,, on appelle
c1,C2,..,Cn les coordonnées de a par rapport a la base B.

[
C2
On écrit [a]s := .| est on I'appelle le vecteur de coordonnées de a par
rapport a B. \ c,,; )

On appelle 'application V — K™, a— [a]p [‘application de coordonnées par
rapport a la base B.
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Les coordonnées

K corps, V un espace vectoriel sur K, B = {b,,...,b,}une base de V.

Définition 13.1: Soit a un vecteurde V. Si a=c¢;b; +---+ ¢,b,, on appelle
c1,C2,..,Cn les coordonnées de a par rapport a la base B.

[
C2
On écrit [a]s := .| est on I'appelle le vecteur de coordonnées de a par
rapport a B. \ c,,; )

On appelle 'application V — K™, a— [a]p [‘application de coordonnées par
rapport a la base B.

Note 13.1: Pour chaqueade Vona a= (by,bs,...,b,)|a]p
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Les coordonnées

K corps, V un espace vectoriel sur K, B = {b,,...,b,}une base de V.

Définition 13.1: Soit a un vecteurde V. Si a=c¢;b; +---+ ¢,b,, on appelle
c1,C2,..,Cn les coordonnées de a par rapport a la base B.

[
C2
On écrit [a]s := .| est on I'appelle le vecteur de coordonnées de a par
rapport a B. \ c,,; )

On appelle 'application V — K™, a— [a]p [‘application de coordonnées par
rapport a la base B.

Note 13.1: Pour chaqueade Vona a= (by,bs,...,b,)|a]p

C1
C2

Car (b17b2 7777 bn> ’ [a}B — <b17b2 7777 bn) ’ . — Clbl + -t Cnbn

Cn
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Exemple

son=1(0 ) ()]

e Montrer que B est une base deR?

e Trouver x € R* tel que [x|p = ( _?2) )
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Exemple

sots=1(0)(2)]

e |Montrer que B est une base deR?

e Trouver x € R* tel que [x|p = ( _?2) )
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Exemple

—‘

sots=1(0)(2)]

e |Montrer que B est une base deR?

e Trouver x € R* tel que [x|p = ( _?2) )

1 1 , ,
( 0 2 ) est dans la forme échelonnée
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Exemple

sots=1(0)(2)]

e |Montrer que B est une base deR?

e Trouver x € R* tel que [x|p = ( _g )

]. ]. V4 V4
( 0 2 ) est dans la forme échelonnée

Chaque colonne est pivot, donc les colonnes sont linéairement indépendantes.
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Exemple

sots=1(0)(2)]

e |Montrer que B est une base deR?

e Trouver x € R* tel que [x|p = ( _g )

]. ]. V4 V4
( 0 2 ) est dans la forme échelonnée
Chaque colonne est pivot, donc les colonnes sont linéairement indépendantes.

Chaque ligne a une position pivot, donc les colonnes engendrent [R?
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Exemple

sots=1(0)(2)]

e |Montrer que B est une base deR?

e Trouver x € R* tel que [x|p = ( _g )

]. ]. V4 V4
( 0 2 ) est dans la forme échelonnée
Chaque colonne est pivot, donc les colonnes sont linéairement indépendantes.

Chaque ligne a une position pivot, donc les colonnes engendrent [R?

Donc, B est une base.
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Exemple

sots=1(0)(2)]

e |Montrer que B est une base deR?

e Trouver x € R* tel que [x|p = ( _?2) )
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Exemple
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e Montrer que B est une base deR?

e | Trouver x € R? tel que [x|p = ( _?) )
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Exemple

son=1(0 ) ()]

e Montrer que B est une base deR?

e | Trouver x € R? tel que [x|p = ( _?) )
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Exemple

son=1(0 ) ()]

e Montrer que B est une base deR?

e | Trouver x € R? tel que [x|p = ( _?) )
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algelme




Exemple

L.

algelme |




Exemple

1

algelme |




algelme

laboratoire de mm'tmgmgm




Exemple

algelme

laboratoire de mm'tmgmgm




Exemple

® X

algelme

laboratoire de mm'tmgmgm




Exemple

e
2 J282/3

81 561/3

algelme ,




Exemple

e
2 J282/3

81 561/3

algelme |




Exemple

X ‘X
e
2 J282/3
81 561/3

algelme




Exemple

Ul
(1+)
%'?hx




Exemple

Ul
(1+)
%'?hx




Exemple
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

s={(1) (1))
wb:(j)
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base
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Exemple
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, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

2 —1 r\ (4 Trouver la solution de ce systeme
— = , : o,
1 1 Y 5! d’équations linéaires
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

2 —1 r\ (4 Trouver la solution de ce systeme
— = , : o,
1 1 Y 5! d’équations linéaires
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

r \ (4 Trouver la solution de ce systeme
Y 5) d’équations linéaires
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

r \ (4 Trouver la solution de ce systeme
Y 5) d’équations linéaires
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Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

r \ (4 Trouver la solution de ce systeme
Y 5) d’équations linéaires
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

r \ (4 Trouver la solution de ce systeme
Y 5) d’équations linéaires
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

r \ (4 Trouver la solution de ce systeme
Y 5) d’équations linéaires
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Exemple

, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

d’équations linéaires

( x ) - ( 4 ) Trouver la solution de ce systeme
U5

algelme |
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Exemple

I
, 4 .
Trouver le vecteur de coordonnées de v = ( . ) par rapport a la base

=11) ()]

d’équations linéaires

( x ) - ( 4 ) Trouver la solution de ce systeme
U5
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Changement de base

Soit B ={by,...,b,}une base de K".

Définition 13.2: La matrice P := (by | --- | b,) dont les colonnes sont des
vecteurs de la base B est appelée la matrice de changement de base (de B a la
base canonique).
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Changement de base

Soit B ={by,...,b,}une base de K".

Définition 13.2: La matrice P := (by | --- | b,) dont les colonnes sont des
vecteurs de la base B est appelée la matrice de changement de base (de B a la

base canonique).

Corollaire 13.1: Soit vun vecteurde K".Ona v = Pg - [v]p
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Changement de base

Soit B ={by,...,b,}une base de K".

Définition 13.2: La matrice P := (by | --- | b,) dont les colonnes sont des
vecteurs de la base B est appelée la matrice de changement de base (de B a la

base canonique).

Corollaire 13.1: Soit vun vecteurde K".Ona v = Pg - [v]p

Corollaire 13.2: Soit v un vecteur de K". On a [v]gp = P5' - v
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Isomorphisme

I

Théoreme 13.2: Soit V un espace vectoriel de dimension n sur le corps K.
V est isomorphe a K". C’'est-a-dire, il y a une application linéaire surjective
et injective de V a K".
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Isomorphisme

I

Théoreme 13.2: Soit V un espace vectoriel de dimension n sur le corps K.
V est isomorphe a K". C’'est-a-dire, il y a une application linéaire surjective
et injective de V a K".

Démonstration: Lapplication linéaire est donnée par v — [v]g. Consulter le
livre pour plus de details. (Page 235-236)
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Exemple

Les polyndmes 1+2x?, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?
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Exemple

I
Les polyndmes 1+2x?, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?

Les vecteurs de coordonnées par rapport a la base canonique B = {1, x, x*} de
P, sont
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Exemple

Les polyndmes 1+2x?, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?

Les vecteurs de coordonnées par rapport a la base canonique B ={1, x, x*} de

() ()
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Exemple

Les polyndmes 1+2x?, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?

Les vecteurs de coordonnées par rapport a la base canonique B ={1, x, x*} de
[P, sont

1 4 3
o |. [ 1],] 2
2 5 0

lIs sont indépendants si et seulement si chaque colonne de la matrice dont
les colonnes sont ces vecteurs est pivot
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Exemple

Les polyndmes 1+2x?, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?

Les vecteurs de coordonnées par rapport a la base canonique B ={1, x, x*} de
[P, sont

1 4 3
o |. [ 1],] 2
2 5 0

lIs sont indépendants si et seulement si chaque colonne de la matrice dont
les colonnes sont ces vecteurs est pivot

N O
G
O N W
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Exemple

Les polyndmes 1+2x?, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?

Les vecteurs de coordonnées par rapport a la base canonique B ={1, x, x*} de
[P, sont

1 4 3
o |. [ 1],] 2
2 5 0

lIs sont indépendants si et seulement si chaque colonne de la matrice dont
les colonnes sont ces vecteurs est pivot

1 4 3 1 4 3
0O 1 2 |~1| O 1 2
2 o5 0 0 -3 —6
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Exemple

Les polyndmes 1+2x?, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?

Les vecteurs de coordonnées par rapport a la base canonique B ={1, x, x*} de
[P, sont

1 4 3
o |. [ 1],] 2
2 5 0

lIs sont indépendants si et seulement si chaque colonne de la matrice dont
les colonnes sont ces vecteurs est pivot

1 4 3 1 4 3 1 4 3
0O 1 2 |~1| O 1 2 |~ 0 1 2
2 o5 0 0 -3 —6 0 0 O
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Exemple

Les polyndmes 1+2x?, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?

Les vecteurs de coordonnées par rapport a la base canonique B ={1, x, x*} de
[P, sont

1 4 3
o |. [ 1],] 2
2 5 0

lIs sont indépendants si et seulement si chaque colonne de la matrice dont
les colonnes sont ces vecteurs est pivot

1 4 3 1 4 3 1 4 |3
0O 1 2 |~1| O 1 2 |~ 0 1 |2
2 o5 0 0 -3 —6 0 0 (0

Colonne non pivot
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Exemple

Les polynomes 1+2x2, 4+x+5x?, 3+2x, sont-ils linéairement indépendants?x

Les vecteurs de coordonnées par rapport a la base canonique B ={1, x, x*} de
[P, sont

1 4 3
o |. [ 1],] 2
2 5 0

lIs sont indépendants si et seulement si chaque colonne de la matrice dont
les colonnes sont ces vecteurs est pivot

1 4 3 1 4 3 1 4 |3
0O 1 2 |~1| O 1 2 |~ 0 1 |2
2 o5 0 0 -3 —6 0 0 (0

Colonne non pivot
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Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}
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Exemple

—‘

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac <V1,V2>

algoelmae
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Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac (vy,vy) <= dx,yeR:a=avy+yvo
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Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

admet une solution
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Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 —1| 3
6 0|12
2 Ly 7

algelme



Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 1
6 0 (x): 12
2 1 Y 7

admet une solution

3 —1] 3 3 —11]3
6 0] 12 ~ 1 0 216
2 Ly 7 2 L7

algelme



Exemple

e
3 —1 3

Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 1
6 0 (x): 12
2 1 Y 7

admet une solution

3 -1 3 3 —1|3 3 —1|3
6 012 ] ~[ 0 2|6 |~| 0 2|6
2 1| 7 2 1|7 0 215
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Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 —1 3
6 0 (x): 12
2 1 Y 7
admet une solution
3 —1 3 3 —113 3 —113 3 —113
6 0] 12 ~ 0 2106 ~ 0 210 |~ 0 113
2 1] 7 2 1|7 0 3215 0 315

algelme i
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Exemple

[
3 —1 3

Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 —1 N 3
6 0 ( ): 19
2 1 Y 7
admet une solution
3 —1] 3 3 —-113 3 —113 3 —1]3 3 _113
6 0/12 ) ~|l 0 2|6 |~ 0 2|6 |~ 0 1|3 ]~|0 1|3
2 1] 7 2 1|7 0 215 0 215 0 010
algelmne N
oratire de maharnaises Agormms Algébre Linéai
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Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,vs) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 —1 3
6 0 <x>: 12
2 1 Y 7
admet une solution
3 —1] 3 3 —-113 3 —113 3 —-113 3 —113
6 012 | ~1l 0 26 |~1 0 2/6]~10 1311~ o0 113
2 1| 7 2 1|7 0 2|5 0 2|5 0 00
3 016
~1 0 1|3
0 010
algo!
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Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,va) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 —1 3
60(5”’):12
2 1 Y 7
admet une solution
3 —1| 3 3 —-1/3 3 —-1/3 3 —113 3 —113
6 0|12 | ~l 0 2/6 |~ 0 216 |~ 0 13|~ 0 113
2 1|7 2 1|7 0 215 0 215 0 010
3 016 1 0]2
~| 0 1|13 |~ 0 1|3
0 010 0 0|0
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Exemple

3 —1 3
Soientvi=1| 6 |,vy= 0 |,a=| 12 | .Déterminersi a € (vy,va) est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 —1 3
6 0 <x>: 12
2 1 Y 7
admet une solution
3 —1| 3 3 —113 3 —113 3 —113 3 —113
6 0|12 ~ 0 2106 ~ 0 210 |~ 0 113 ~ 0 113
2 1|7 2 1|7 0 215 0 215 0 010
3 016 1 012
~1 0 113 |~ 0 1|3 r=2,y=3
O 010 0O 010

laboratoira da e R R R Algébre Linéaire 18



Exemple

3 —1 3
Soientvi=| 6 |,ve= 0 |,a= 1| 12 | .Déterminersi a € (vy est
2 1 7

calculer ses coordonnées par rapport a la base B := {vi,va}

ac(vy,vy) <= dJr,yeRra=2avi+yvs < |e systéeme

3 —1 3
60("%’): 12
2 1 Y 7
admet une solution
3 —1] 3 3 —-1/3 3 —-1/3 3 —-1/3 3 —-11/3
6 0|12 | ~l 0 2/6 |~ 0 216 |~ 0 13|~ 0 113
2 1|7 2 1|7 0 215 0 215 0 010
3 016 1 0]l2
~1 0 1|3 |~ 0 1|3 r=2,y=23
0 00 0 010
algo!
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513

X
Si [v]g= ( Y ), alors v =ab; + yby + zbs

Z
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513

X
Si [v]g= ( Y ), alors v =ab; + yby + zbs

Z
= ZIZ(tl — t2 -+ tg) + y(tg -+ 2133) -+ Z(tl — 5133)
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513

X
Si [v]g= ( Y ), alors v =ab; + yby + zbs

Z
= ZIZ(tl — t2 -+ tg) + y(tg -+ 2133) -+ Z(tl — 5133)

=@@+0-y+2)t1+(—z+y+0-2)t2 + (x+ 2y — 52)t3
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513

X

Si [v]g= ( Y ), alors v = zb; + yby + zbs
Z

= ZIZ(tl — t2 -+ tg) + y(tg -+ 2133) -+ Z(tl — 5133)

=@@+0-y+2)t1+(—z+y+0-2)t2 + (x+ 2y — 52)t3

Donc
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513

X
Si [v]g= ( Y ), alors v =ab; + yby + zbs

<
—ZE(tl —t2—|—tg)—|—y(t2—|—2t3)—|—2(t1 —5133)
=@@+0-y+2)t1+(—z+y+0-2)t2 + (x+ 2y — 52)t3
r+0-y+z
Donc [vlr=| —2z+y+0-z

x4+ 2y — 5z
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513

X

Si [v]g= ( Y ), alors v = zb; + yby + zbs
Z

= ZE(tl — t2 -+ tg) + y(tg -+ 2133) -+ Z(tl — 5133)

=@@+0-y+2)t1+(—z+y+0-2)t2 + (x+ 2y — 52)t3
r+0-y+z

Donc [vlr=| —z4+y+0-z |=[ —
x4+ 2y — 5z
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a
relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513

X

Si [v]g= ( Y ), alors v = zb; + yby + zbs
Z

= Zlﬁ(tl — tg -+ tg) + y(tg -+ 2133) -+ Z(tl — 5133)

=(x+0-y+2)t1 +(—z4+y+0-2)ts + (x + 2y — 52)t3
r+0-y+2 0 1 x 1 0 1

Donc [vlr=| —2+y+0-2 |= -1 1 0 |-y |= -1 1 0] -[v]s
x+ 2y — 5z 2 -5 z 1 2 =5

algelme -
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Matrice de passage

Soient B et T deux bases d’espace vectoriel V sur le corps K. Quelle est |a

relation entre [v]g et [v]7, si v est un vecteur de V?

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={ty,t,,t3} d’'un espace vectoriel de

dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, b=t + 2t3, b3 = t1-513

X
Si [v]g= ( Y ), alors v =ab; + yby + zbs

Z
= Zlﬁ(tl — tg -+ tg) + y(tg -+ 2133) -+ Z(tl — 5133)

=@@+0-y+2)t1+(—z+y+0-2)t2 + (x+ 2y — 52)t3

r+0-y+z
Donc |[vlrl=| —z4+y+0-2z |=[ —
x4+ 2y — 5z

0 1 €T 1 0O 1

1 O -1y |=| -1 1 0

2 =5 z 1 2 =5
olgg[]m)@
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Matrice de passage

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={t,t,,t3} d’un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, br=t, + 2t3, b3 = t;-513

olgeﬂmcq]
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Matrice de passage

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={t,t,,t3} d’un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, br=t, + 2t3, b3 = t;-513

—> (b1,bg,bs) = (t1,t2,t3) - ( —

—_ = =
N — O
|

ot O
\—/
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Matrice de passage

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={t,t,,t3} d’un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+1t3, b=t + 2t3, b3 = t;-513

olgeaﬂm&n




Matrice de passage

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={t,t,,t3} d’un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, br=t, + 2t3, b3 = t;-513

1 0 1
— (b1,b2,b3) = (t1,t2,¢3)- | =1 1 0
1 2

1 0 1
= | (b1, b2, b3) - [v|p = (t1,t2,t3) - ( -1 1 0 ) - [v]B
1 2

— v selon Note 13.1
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Matrice de passage

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={t,t,,t3} d’un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, br=t, + 2t3, b3 = t;-513

1 0 1
— (b1,b2,b3) = (t1,t2,¢3)- | =1 1 0
1 2

1 0 1
= | (b1, b2, b3) - [v|p = (t1,t2,t3) - ( -1 1 0 ) - [v]B
1 2

— v selon Note 13.1
—
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Matrice de passage

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={t,t,,t3} d’un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, br=t, + 2t3, b3 = t;-513

1
= | (b1, b2, b3) - [v|p = (t1,t2,t3) - ( —1
1

— v selon Note 13.1

— — [V]T selon Note 13.1

olge[]mcq]
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Matrice de passage

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={t,t,,t3} d’un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, br=t, + 2t3, b3 = t;-513

1 0 1
— (b1,b2,b3) = (t1,t2,¢3)- | =1 1 0
1 2

1
= | (b1, b2, b3) - [v|p = (t1,t2,t3) - ( —1
1

— v selon Note 13.1

olgeﬂm‘mcq] |




Matrice de passage

Exemple: On a deux bases B={b1,b,,bs} et T={t,t,,t3} d’un espace vectoriel de
dimension 3 sur R telle que

bi=ti-t,+t3, br=t, + 2t3, b3 = t;-513

1 0 1
— (b1,b2,b3) = (t1,t2,¢3)- | =1 1 0
1 2 -5

1 0 1
— (bl,bg,bg)'[V]B:(tl,tg,t3)° ( -1 1 0 ) °[V]B
1 2 -5
= v selon Note 13.1
— = |v]r selon Note 13.1
1 0 1
— [v]lp =|| -1 1 0 || [vlB
1 2 -5

Matrice de passage de la base Bala base T
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Matrice de passage

Définition 13.2: Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K, et
soient B et T deux bases de V. Il existe une matrice inversible, notée par

Ps— 1, et appelé la matrice de passage de B a T, telle que pour chaque v de V on
d [V]T = PB—>T[V]B .
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Matrice de passage

Définition 13.2: Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K, et
soient B et T deux bases de V. Il existe une matrice inversible, notée par

Ps— 1, et appelé la matrice de passage de B a T, telle que pour chaque v de V on
d [V]T = PB—>T[V]B .

Corollaire 13.23: La matrice de passage de T a B est égale a P5'.;

Vlr = Pprlvlp = Pglplvlr = [vls
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Ecrire les vecteurs de la base B par rapport aux vecteurs de la base T.

( a1 a2 - Qin \
az21 A22 -+ A2n
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Comment la trouver?

Ecrire les vecteurs de |la base B par rapport aux vecteurs de la base T.

Mais comment?

( a1 0Aai2
az21 A22
(b17b27°°°7bn) — (t17t27'°'7tn) '

\ an1  An2

Ain \

aon

Ann )

La matrice resultante est la matrice de passage.
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Comment la trouver?
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Comment la trouver?

Ecrire les vecteurs de |la base B par rapport aux vecteurs de la base T.

Mais comment?

Soit C la base canonique de K".
Selon Définition 13.1 on a [v]c = Ps [v]s et [v]c = Pr [v]r alors

Py 1[vs = [Vlr = Pp' Vo =|Pp ' Povls  — |por - pyir

T

selon Définition 13.2

Transformer la matrice [t1 &, .... t, | b1 b ... by] dans la forme échelonnée
reduite

(ti,t2,...,t, | b1,ba,...,b,)= (Pr|Pg) ~ (I, | P+ 'Pg) = (I, ||Ps_7)

La matrice résultante a droite est la matrice de passage.
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