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La diagonalisation: comme deéja vu

Théoreme 18.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polynome caractéristique de A, et poser f(z) = (x — A\)™ -+ (x — A\x)™ ou A1,

..., Ak sont différentes deux a deux, et my,...,mg > 1.

k
(1) Ona » dimker(A— \I,) <n

1 1=1

(2) Si Zdimker(A — Xil,) =n,donc il y a une matrice inversible P de taille n

1=1
telle que

P lAP =

algelme
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m1 fois
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0
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0
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C’est-a-dire, A est similaire a une matrice diagonale

Chaque valeur est répétée
autant de fois que sa
multiplicité




La diagonalisation: comme deéja vu

Théoreme 18.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le

polynome caractéristique de A, et poser f(z) = (x — A\)™ -+ (x — A\x)™ ou A1,

..., Ak sont différentes deux a deux, et my,...,mg > 1.

k
(1) Ona » dimker(A— \I,) <n

1 1=1

(2) Si Zdimker(A — Xil,) =n,donc il y a une matrice inversible P de taille n

1=1
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m1 fois
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0
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my fois
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C’est-a-dire, A est similaire a une matrice diagonale

Chaque valeur est répétée
autant de fois que sa
multiplicité




La diagonalisation

Corollaire 18.2: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polynome caractéristique de A, et poser f(z) = (x — A\)™ -+ (x — A\x)™ ou A1,
...,k sont différentes deux a deux, et my,...,m¢ 2 1. Donc, A est diagonalisable

si et seulement si » dimker(A — \I,) =n
1=1

Consulter les notes manuscrites du cours de 21.11.16 pour la démonstration

algelmne




La diagonalisation _

Corollaire 18.2: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polynome caractéristique de A, et poser f(z) = (x — A\)™ -+ (x — A\x)™ ou A1,
...,k sont différentes deux a deux, et my,...,m¢ 2 1. Donc, A est diagonalisable

si et seulement si » dimker(A — \I,) =n
1=1

Consulter les notes manuscrites du cours de 21.11.16 pour la démonstration
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La diagonalisation

Corollaire 19.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polyndme caractéristique de A. Si chaque racine de f(x) est simple, c’est-a-

dire, de multiplicité 1, donc A est diagonalisable.

algelme )




La diagonalisation

Corollaire 19.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polyndme caractéristique de A. Si chaque racine de f(x) est simple, c’est-a-
dire, de multiplicité 1, donc A est diagonalisable.

Démonstration:

Soient Ay,...,An les racines de f(x) (on en a n car chaque racine est simple)

algelmne
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La diagonalisation
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Corollaire 19.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polyndme caractéristique de A. Si chaque racine de f(x) est simple, c’est-a-
dire, de multiplicité 1, donc A est diagonalisable.

Démonstration:

Soient Ay,...,An les racines de f(x) (on en a n car chaque racine est simple)

dim ker(A - Ailn) 2 1 pour chaque i car est une valeur propre.

algelmne
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La diagonalisation

Corollaire 19.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polyndme caractéristique de A. Si chaque racine de f(x) est simple, c’est-a-
dire, de multiplicité 1, donc A est diagonalisable.

Démonstration:

Soient Ay,...,An les racines de f(x) (on en a n car chaque racine est simple)

dim ker(A - Ailn) 2 1 pour chaque i car est une valeur propre.

— Zdim ker(A — X\1I,) >n
i=1

algelmne
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La diagonalisation

Corollaire 19.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polyndme caractéristique de A. Si chaque racine de f(x) est simple, c’est-a-
dire, de multiplicité 1, donc A est diagonalisable.

Démonstration:

Soient Ay,...,An les racines de f(x) (on en a n car chaque racine est simple)

dim ker(A - Ailn) 2 1 pour chaque i car est une valeur propre.

— Zdim ker(A — N\ I,) > n

1=1

Mais » dimker(A — A\iI,) < n grace au Théoréme 18.1 (1).

1=1
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La diagonalisation

Corollaire 19.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polyndme caractéristique de A. Si chaque racine de f(x) est simple, c’est-a-
dire, de multiplicité 1, donc A est diagonalisable.

Démonstration:

Soient Ay,...,An les racines de f(x) (on en a n car chaque racine est simple)

dim ker(A - Ailn) 2 1 pour chaque i car est une valeur propre.

— Zdim ker(A — X\1I,) >n
i=1

Mais » dimker(A — A\iI,) < n grace au Théoréme 18.1 (1).

1=1
Alors, Zdim ker(A — X\;I,,) = n = A est diagonalisable grace au théoreme 18.1(2).

1=1

algelme |
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La diagonalisation

Corollaire 19.1: Soit A une matrice de format n x n sur un corps K, f(x) le
polyndme caractéristique de A. Si chaque racine de f(x) est simple, c’est-a-
dire, de multiplicité 1, donc A est diagonalisable.

Démonstration:

Soient Ay,...,An les racines de f(x) (on en a n car chaque racine est simple)

dim ker(A - Ailn) 2 1 pour chaque i car est une valeur propre.

— Zdim ker(A — N\ I,) > n

1=1

Mais » dimker(A — A\iI,) < n grace au Théoréme 18.1 (1).

1=1

Alors, Zdim ker(A — X\;I,,) = n = A est diagonalisable grace au théoreme 18.1(2).

1=1
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Comment trouver la matrice P?

Premiere étape: Calculer les valeurs propres As,...,Ax et leur multiplicité.
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Comment trouver la matrice P?

Premiere étape: Calculer les valeurs propres As,...,Ax et leur multiplicité.

Deuxieme étape: Pour chaque A;, calculer une base de ker(A-Aily).
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Comment trouver la matrice P?

Premiere étape: Calculer les valeurs propres As,...,Ac et leur multiplicité.

Deuxieme étape: Pour chaque A;, calculer une base de ker(A-Aily).
k

Troisieme étape: Si » ~dimker(A — A\;I,) = n, poser les vecteurs des bases trouver
=1

dans la deuxieme étape dans une matrice P.

algelme



Exemple

Exercise 11, page
I

308 du livre

0O 1 1
Si possible, diagonaliser la matrice | 9 1 o |(Conseil: les valeurs propres sont
A1=-1let A, =5.). 3 3 2
algelme
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Exemple

I———— EAEHCE RN

0 1 1 308 du livre
Si possible, diagonaliser la matrice | 9 1 o |(Conseil: les valeurs propres sont
A1=-1et A =5.). 3 3 2

(1) Les valeurs propres sont déja données.

algelmne




Exemple: Etape 2

308 du livre

algoelmae
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Exemple: Etape 2 SEE—

Exercise 11, page
I
308 du livre

(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

algoelmae
e BT RT - Agebretineaire2016




Exemple: Etape 2

Exercise 11, page
I

308 du livre
(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

(311

W N =
A N =
W N =

algelmae )
e R - Aigebreineaire20t6




Exemple: Etape 2

Exercise 11, page
I

308 du livre
(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

(1)

w N =
W N =
w N =
SO =
S O =
SO =

|

algelme
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Exemple: Etape 2

Exercise 11, page
I

308 du livre

e ((3) (4))

(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

(1)

w N =
W N =
w N =
SO =
S O =
SO =

algelme |




Exemple: Etape 2

Exercise 11, page

308 du livre
(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

1 1 1 1 1 1 ~1 —1
A+L=2 2 2 |~ 0 0 0 :>ker(A+Ig)—< 1|, o >
3 3 3 0 0 0 0 1

g boratoire d" ithrni
laboratoire de mo'tohemotigo.es 3|83:Erm




Exemple: Etape 2

Exercise 11, page
I

308 du livre
(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

1 1 1 1 1 1 ~1 —1
A+L=2 2 2 |~ 0 0 0 :>ker(A+13)—< 1|, o >
3 3 3 0 0 0 0 1

-5 1 1 1 -1/5 -=1/5
A—shL=| 2 —4 2|~ 0 —18/5 12/5
3 3 -3 0 18/5 —12/5

e algebre Lineaire 2016



Exemple: Etape 2

(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

I 1 1
A+Is=| 2 2 2 |~
3 3 3

-5 1 1 1 —1/5
A-5I;=| 2 -4 2 |~]| 0 —18/5
3 3 -3 0 18/5

OO =
OO =
OO =

olgeﬂm&y

ooooooooooooooo
|ue g |mw0

Exercise 11, page
308 du livre

e ((3) (4))

1/5) 1 —1/5 —1/5
12/5 |~ | 0 1 —2/3
—12/5 ( 0 0 0 )




Exemple: Etape 2

Exercise 11, page
B

308 du livre
(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

—1 —1
( ) ( ):ker<A+13><( )( o)>
0 1
1 -1/5 —1/5 1 —-1/5 —1/5
A— 5= ( >~<0 ~18/5 12/5>~(o 1 2/3)
0 18/5 —12/5 0 0 0
~1/3
(1%

A4 I3 =

w N =
W N =
w N =
SO =
S O =
SO =

olgea[]me@ |
iy i Algebre Lineaire 2016



Exemple: Etape 2

, Exercise 11, page
B

308 du livre
(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

—1 —1
( ) ( ):ker<w<( )( 0)>
0 1
( ) (1 —~1/5 1/5) (1 —~1/5 1/5)
A— 515 = ~1 0 —18/5 12/5 |~ | 0O 1 —2/3
0 18/5 —12/5 0 0 0
—~1/3 1
( 2/3)i,ker<“]3><(2)>
3

A4 I3 =

w N =
W N =
w N =
SO =
S O =
SO =

s e R Algebre Lineaire 2016



Exemple: Etape 2

Exercise 11, page
B

308 du livre
(2) Trouver une base pour ker(A-Ail3)

1 1 1 —1 —1
A+Iz=| 2 2 2 |~ :>ker(A+13)—< 1|, 0 >
SHNH L)
5 1 1 (1 —-1/5 1/5) 1 —-1/5 —1/5
A— 513 = 2 —4 2 |~ 0 —-18/5 12/5 |~ | 0 1 —2/3
( 3 3 3) 0 18/5 —12/5 (o 0 0)
1 0 —-1/3 1
N(o 1 2/3):>ker(A513)<(2>>
0 0 0 3

dimker(A — \iI3) + dimker(A — \2I3) =2+ 1 =3 = Diagonalisable

OO =
OO =
OO =

s e S algebre Lineaire 2016



Exemple: Etape 3

308 du livre

algoelmae
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Exemple: Etape 3
| Exercise 11, page
308 du livre
(3) P a comme colonnes les éléments des bases de ker(A-Ails)

algelne |
D eyt ~ mgepretineaire2016




Exemple: Etape 3

Exercise 11, page
I

308 du livre
(3) P a comme colonnes les éléments des bases de ker(A-Ail3)

ker<A+zg><( i)((} >>

algelme
e




Exemple: Etape 3

Exercise 11, page
I

308 du livre
(3) P a comme colonnes les éléments des bases de ker(A-Ail3)

B —rT

algelme




Exemple: Etape 3

Exercise 11, page
I

308 du livre
(3) P a comme colonnes les éléments des bases de ker(A-Ail3)

B —rT

algelmne |
s S




Exemple: Etape 3

Exercise 11, page
I

308 du livre
(3) P a comme colonnes les éléments des bases de ker(A-Ail3)

S Y T—r

algelme |




Exemple: Etape 3

Exercise 11, page
I

308 du livre
(3) P a comme colonnes les éléments des bases de ker(A-Ail3)

Y -
(3

—_
-

algelme |




Exemple: Etape 3

Exercise 11, page
I

308 du livre
(3) P a comme colonnes les éléments des bases de ker(A-Ail3)

—1 —1 1
ker(A + I3) = < ( ker(A — 513) = ) >

\ﬁ ™

olgeUM@
Sefemt Mgsbre Linsaire 2016




Exemple

On pose A = ( ;L :‘? ) Calculer As. du livre

algelmae :
s S - mgeoretineaire2016




Exemple

4 -3
On pose A_<2 o

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible: P~1AP = ( A(l) )\O )
2

algelmne
L ==  AwgeoreLineaire2016




Exemple

—‘

4 -3
On pose A_<2 .

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible: P~'AP = ( )‘(1) )\0 )
2

(P7'AP)* = (P 'AP)(P 'AP) = P 'APP AP

algelme




Exemple

4 -3
On pose A_<2 o

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible: P~1AP = ( Av 0 )

(P~'AP)? = (P7'AP)(P'AP) = P 'APP 1 AP

algelmne :




Exemple

4 -3
On pose A_<2 1

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible: p~1AP = ( A 0 )

(P~'AP)? = (P 'AP)(P 'AP) = P 'APP AP — p~1A2P

algelmne




Exemple

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = (

5 ] ) Calculer AS. du livre

Diagonaliser A si possible: p~1AP = ( A 0 )

(P~'AP)? = (P 'AP)(P 'AP) = P 'APP AP — p~1A2P
=I5

(P7'AP) = (P 'AP)*(P'AP) = P 1A’PP AP

algelmne
N == Algebre Linsaire 2016




Exemple

—‘

4 _3 Exercise 1, page 307
On pose A= (

5 ] ) Calculer A3. du livre

Diagonaliser A si possible: p~1AP = ( A 0 )
(P~'AP)* = (P 'AP)(P 'AP) =

(P7'AP) = (P 'AP)*(P1AP) =

algolma
DU, ety




Exemple

—‘

4 _3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( 5 1 ) Calculer A3. du livre
Diagonaliser A si possible: P~'AP = ( )‘(1) Ag )

(P~*AP)? = (P~'AP)(P~'AP) = 1A-IAP P~tA%P
(P7'AP) = (P 'AP)*(P1AP) = 1A2 2

algolma
DU, ety




Exemple

4 _3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( 5 1 ) Calculer A3. du livre
Diagonaliser A si possible: P~'AP = ( )‘(1) Ag )

(P~*AP)? = (P~'AP)(P~'AP) = 1A-IAP P~tA%P
(P7'AP) = (P 'AP)*(P1AP) = 1A2 2

En géneral... (P~1AP)" = p~1A"P

algolma
DU, ety Aigebre Lineaire 2016




Exemple

4 _3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( 5 1 ) Calculer A3. du livre
Diagonaliser A si possible: P~'AP = ( )‘(1) Ag )

(P~*AP)? = (P~'AP)(P~'AP) = 1A-IAP P~tA%P
(P7'AP) = (P 'AP)*(P1AP) = 1A2 2

En géneral... (P~1AP)" = p~1A"P

— )\1 (P 1AP) P 1A P
8 — —

algolma
DU, ety Algebre Lineaire2016 TS




Exemple

4 _3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( 5 1 ) Calculer A3. du livre
Diagonaliser A si possible: P~'AP = ( )‘(1) Ag )

(P~*AP)? = (P~'AP)(P~'AP) = 1A-IAP P~tA%P
(P7'AP) = (P 'AP)*(P1AP) = 1A2 2

En géneral... (P~1AP)" = p~1A"P
(M 02 (P~TAP)® = P~1A®P
s = —
0 A

AP0
:>A8:P< ! )P—l
0 A5

0|g®[][f@@ |




Exemple

4 -3
On pose A_<2 o

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible: P71AP = ( )‘(1) )\O )
2

algelme )




Exemple

I
4 -3
2 —1

Exercise 1, page 307

On pose A = ( ) Calculer AS. du livre

Diagonaliser A si possible: P~"AP = ( A(l) )\0 )
2

Calculer les valeurs propres

algelmne :




Exemple

I
4 -3
2 —1

Exercise 1, page 307

On pose A = ( ) Calculer AS. du livre

Diagonaliser A si possible: P~1ApP = ( )‘(1) )\O )
2
Calculer les valeurs propres

det(A — xly) = ( 4_327 _1__2 ) = —(4—-—2)(1+2)+6=2°—32+2

algelme

laboratoire de mmmtfwglgg::;m Al U




Exemple

I
4 -3
2 —1

Exercise 1, page 307

On pose A = ( ) Calculer AS. du livre

Diagonaliser A si possible: P~1ApP = ( )‘(1) )\O )
2
Calculer les valeurs propres

det(A — xly) = ( 4_327 _1__2 ) = —(4—-—2)(1+2)+6=2°—32+2

algelme
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Exemple

On pose A = ( ;l 3 ) Calculer AS. du livre

—1

Diagonaliser A si possible:

algelna -
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Exemple

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( )

1 ) Calculer AS. du livre

Diagonaliser A si possible:

A—212:<§ :2)

algelme )
e R




Exemple

4 -3
On pose A_<2 o

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible:

e (32)-(3 )

algolmae )
e R - AigebreLineaire20t6 T




Exemple

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( )

1 ) Calculer A8. du livre

Diagonaliser A si possible:

A—212:<§ :g)fw(é _3/(2)> :>ker(A—212):<(§)>

algelmne
e A




Exemple

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( )

. ) Calculer AS. du livre

Diagonaliser A si possible:

A—212:<§ :g)fw(é _3/(2)> :>ker(A—212):<(g)>
a-n=(5 )

algelme

laboratoire de mmmtfwglgg::;m Al U




Exemple

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( )

_q ) Calculer A8. du livre

Diagonaliser A si possible:

A—212:<§ :g)fw(é _3/(2)> :>ker(A—212):<(§>>
a-n=(3 5)~(s o)

algelme

laboratoire de mom%%'to&reg.giggﬂ;m Al U o]y




Exemple

4 -3
On pose A_<2 o

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible:

A—212:<§ :g)fw(é _3/(2)> :>ker(A—212):<(§)>
ene (3 3)-(5 ) = maem=((1))

o ST Algebre Lineaire 2016 T




Exemple

4 -3
On pose A_(2 1

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible:

don= (2 ) (D) ot = ((2)
(3 2) (1) = (1)

N
N

!
N
N\
N
|
N\
O N
—_ O
N

laboratoire de moﬁu‘%%??i&ﬁeg.gigg:gm A | g é b I" C i 1 1




Exemple

4 -3
On pose A_(2 1

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible:

don= (2 ) (1) oaaam = (([2])
(3 2) (1) = (1)

N
N

!
N
N\
N
|
N\
O N
—_ O
N

laboratoire de moﬁu‘%%??i&ﬁeg.gigg:gm A | g é b I" C i 1 1




Exemple

4 -3
On pose A_(2 1

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible:

don= (2 ) (1) oaaam = (([2])
(3 2) (1) = (1)

= (2] ) (e )

|
N\
(@I \&)
—_ O
N

laboratoire de moﬁu‘%%??i&ﬁeg.gigg:gm A | g é b I" C i 1 1




Exemple

4 -3
On pose A_(2 1

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

Diagonaliser A si possible:

don= (2 ) (1) oaaam = (([2])
(3 2) (1) = ()

= (2] ) (e )

|
N\
(@I \&)
—_ O
N

laboratoire de moﬁu‘%%??i&ﬁeg.gigg:gm A | g é b I" C i 1 1




Exemple

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( )

. ) Calculer AS. du livre

Diagonaliser A si possible:

A—%z(g :§)~<é _3/(%) :ker(f“‘ﬂ”:«g»
aon=(3 3)- (3 8) = wu-n=(([)

:(3

—1
1 31
1) A 21)

|
N\
@R
—_ O
N

olgeUM@
b, P




Exemple

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( )

. ) Calculer AS. du livre

Diagonaliser A si possible:

don= (2 ) (1) oaaam = (([2])
(3 2) (1) = ()

:(3

—_ =
<~

!
N
DN O
—_
~__
|
N\
(@I \&)
—_ O
N

°°°°°°°°°°°°°°°°° T



Exemple

On pose A = ( ;L :‘? ) Calculer As. dulivre

algelmae :




Exemple

On pose A = ( ;l 3 ) Calculer AS. du livre .

-1
AP0
A8=P( ! )P‘l
0 A5

algelmae :




Exemple
I
Exercise 1, page 307

On pose A = ( ;l 3 ) Calculer AS. du livre

—1
AP0
A8=P( ! )P—l
0 A5

algelme )



Exemple

On pose A = (

Exercise 1, page 307
). Calculer A3, du livre

4 -3
2 —1

algelmne




Exemple

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( 50 1 ) Calculer As. du livre
A2 0
8 __ 1 -1
o-r(% )"
48 _ 3 1 28 0 1 —1
2 1 0 18 -2 3
(3 1 256 0 1 —1
L2 1 0 1 -2 3
algelmne

laboratoire de mmmtfwglgg::;m Al U




Exemple

—1

du livre

4 -3 Exercise 1, page 307
On pose A = ( ) ) Calculer AS.

N0\
((I)Ag)Pl

[ 766 —765
— \ 510 —509

algelme
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

algelmne
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Valeurs propres complexes
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

A:(O _2>:det(A—x12):det<_x 2
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

1 2 1 2—g
M=14+id=1—3i

A:(O _2>:det(A—x12):det<_x _2>:x2—2m+2
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

1 2 1 2—g
M=14+id=1—3i

A:(O _2>:det(A—x12):det<_x _2>:x2—2w+2

Dans ce cas, la matrice n’est pas diagonalisable sur R, méme si elle est
diagonalisable sur C.
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

1 2 1 2—g
M=14+id=1—3i

A:(O _2>:det(A—x12):det<_x _2>:x2—2w+2

Dans ce cas, la matrice n’est pas diagonalisable sur R, méme si elle est
diagonalisable sur C.

A—(1+i) = ( _(H? 1:3 )
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

1 2 1 2—g
M=14+id=1—3i

A:(O _2>:det(A—a:IQ):det<_x _2>:x2—2w+2

Dans ce cas, la matrice n’est pas diagonalisable sur R, méme si elle est
diagonalisable sur C.

A=+l = ( _(H? 1:3 )” ( —(1+$ 1:;)
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Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

1 2 1 2—g
M=14+id=1—3i

A:<O _2>:det(A—a:IQ):det<_x _2>:x2—2m+2

Dans ce cas, la matrice n’est pas diagonalisable sur R, méme si elle est
diagonalisable sur C.
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

1 2 1 2—g
M=14+id=1—3i

A:<O _2>:det(A—a:IQ):det<_x _2>:x2—2m+2

Dans ce cas, la matrice n’est pas diagonalisable sur R, méme si elle est
diagonalisable sur C.

A—(l”)]z:(—(lﬂi 1:3>N<—(1+$ 1:;>N<(1’ 1—8>

Et en utilisant de la conjugaison complexe....
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

0 -2 —x —2
A—<1 2>:det(A—a:IQ)—det( 9.

)\1—1—|—Z)\2 1 —1

>:x2—2x—|—2

Dans ce cas, la matrice n’est pas diagonalisable sur R, méme si elle est
diagonalisable sur C.

A=+l = (_(H? 1:3>N<—<1+5 13)“’(5 1_5)

Et en utilisant de la conjugaison complexe....

A+ =A-TFil, = A—(1—7;)12~<é 1‘5)

|
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Valeurs propres complexes

Parfois les valeurs propres d’'une matrice réelle ne sont pas réelles.

1 2 1 2—g
M=14+id=1—3i

A:<O _2>:det(A—:z:IQ):dlet(_CIj _2>:x2—2m+2

Dans ce cas, la matrice n’est pas diagonalisable sur R, méme si elle est
diagonalisable sur C.

A=+l = (_(H? 1:3)N<—<1+$ 13)“’((1) 1_5)

Et en utilisant de la conjugaison complexe....

A—(1+i)h=A-T+il, = A—(1_7;)]2N<1 1—7;>:(1 1+i>

0 0
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Valeurs propres complexes

Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas?
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Valeurs propres complexes

Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!
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Valeurs propres complexes

Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.
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Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.

( —(1—? —(1+? )
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Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.

( —(1—? —(1+? )_’
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Valeurs propres complexes

Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.

(—(1—? —(1+?>_’(Re(—(1—?) Im<_(1_?>>
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Valeurs propres complexes

Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.

(20 0 ) (e 07) () )=( )
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Valeurs propres complexes

Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.
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N
[
=
R
|
e
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N
N
|
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|
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Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.
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Valeurs propres complexes

Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.
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Valeurs propres complexes

Est-ce que on peut trouver un remplacement pour la forme diagonale dans ce
cas? Oui!

Cas R%*2:

e Remplacer le vecteur propre et sa conjugaison complexe par sa partie
réelle et sa partie complexe.

( —(1—? —(1+? )_’( Re( —(1 —

—t —
N
[
=
R
|
e
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|
.
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N
N
|
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e Remplacer la matrice diagonale ( ) par la matrice ( Im(\)  Re(\)
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Exemple: cas R3*3
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Exemple: cas R3*3

0 0 5 —Z 0 D
A= 1 0 -9 | = det(A—xl3) =det 1 —x —9
0 1 5 0 1 5—x
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Exemple: cas R3*3

—‘

0 0 3 —T 0 D
A= 1 0 -9 | = det(A—xl3) =det 1 —x —9
0 1 5 0 1 59—
= —a((—2)(5—2)+9) — (=5) = —2° +52° — 9 + 5
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Exemple: cas R3*3

IS
5 —Z 0 D
A= —9 | = det(A — xl3) = det 1 —x —9

5] 0 1 5—=x
1 est une racine du polynbme caractéristique

o = O
_ O O

= —a((—2)(5—2)+9) — (=5) = —2° +52° — 9 + 5
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Exemple: cas R3*3

5 —Z 0 D
A= —9 | = det(A — xl3) = det 1 —x —9
5 0 1 5—x

= —a((—2)(5—2)+9) — (=5) = —2° +52° — 9 + 5
1 est une racine du polynbme caractéristique

o = O
_ O O

(—2® +52° — 92 +5) + (1 —x) =2 — 42 + 5
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Exemple: cas R3*3

I
5 —Z 0 D
A= —9 | = det(A — xl3) = det 1 —x —9

5] 0 1 5—=x
1 est une racine du polynbme caractéristique

o = O
_ O O

= —a((—2)(5—2)+9) — (=5) = —2° +52° — 9 + 5

(—2° +52° =92 +5) = (1—2)=2° -4z +5 M=1d=24+0A3=X=2—
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Exemple: cas R3*3
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Exemple: cas R3*3

—(2+1) 0 5 1 —(24+1i) -9
A(2+7J)13( 1 —(2+1) 9>~((2+7;) 0 5)
0 1 3—i 0 1 '
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Exemple: cas R3*3

—(2+1) 0 5 1 —(24+1i) -9
A(2+7J)13( 1 —(2+1) 9)~((2+7;) 0 5)
0 1 3—i 0 1 '

I —2—q -9
~1 0 —3—-41 —13—-—%
0 1 3—1
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Exemple: cas R3*3

—(2+41)
A(2—|—Z)13( 1 —(2—|‘
0

0
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~ ( 0 —3—-—4 —13—%

5 1 —(24+1i) -9
9)~((2—|—7j) 0 5)
3— i 0 1 3—i
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3—1

1 —2—q -9
~ | 0 1 3—1
0 0 0




Exemple: cas R3*3

1 -2 —9 1 —2—3 -9 1 0 -2+
~ 0 —3-4i —-13—-9i |~ | 0 1 3—4 |~ 0 1 33—z
0 1 3—i 0 0 0 0 0 0

olgeaﬂmcql

mbhm-que Ig m




Exemple: cas R3*3

1 -2 —9 1 —2—3 -9 1 0 -2+
~1 0 -3—-4i —-13—-9 |~ | O 1 3—4¢ | ~| 0 1 3—1
0 1 3—1 0 0 0 0 0 0
2—1
ker(A — (2+1)13) = < -3+ >
1
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Exemple: cas R3*3

—(2+14) 0 5 1 —(2+4) =9
A(2+7J)13( 1 —(2+14) 9)~((2+7;) 0 5)
0 1 3—3 1 '

1 -2 —9 1 —2—3 -9 1 0 -2+
~1 0 -3—-4i —-13—-9 |~ | O 1 3—4¢ | ~| 0 1 3—1
0 1 3—1 0 0 0 0 0 0
2—1
ker(A — (2+1)13) = < -3+ >
1

2 —1 241
ker(A(Qi)Ig)<< -3+ >><< -3 —1 )>
1 1
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Exemple: cas R3*3

5) 2—1 241
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)I3)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1
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Exemple: cas R3*3

5) 2—1 241
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)I3)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 2—i 244
P:=| -4 —34i —-3—i
1 1 1
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Exemple: cas R3*3

5) 2—1 241
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)I3)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 [2—di] 2+
P=| -4 }34i|-3—i
1 1 1

Remplacer par
la partie
réelle
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Exemple: cas R3*3

5) 2—1 241
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)I3)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

D 2—1 241
P=| -4 +3+17|-3—1
1 1 1

Remplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur
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Exemple: cas R3*3

5) 2—1 241
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)I3)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 [2—i|[ 2+
P=| -4 }$3+i|[-3-i
1 1 1

Remplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

5 2 -1
Q= -4 -3 1
1 1 0
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Exemple: cas R3*3

5) 2—1 241
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)I3)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 [2—d ][ 2+
P=| -4 {3+4il[3-i
1 1 1

Rerplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

2 —1
-3 1
1 0
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Exemple: cas R3*3

5) 2—1 241
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)I3)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 [2—3 || 2+ 1 0 0
P=| -4 }+3+i|}-3—3 — P AP =| 0 2+ 0
1 1 1 0 0 2—3

Rerplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

2 —1
-3 1
1 0
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Exemple: cas R3*3

0 2—i 2 4 i
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)13)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 [2—3 || 2+ 1 0 0
P=| -4 }+3+i|}-3—3 — P AP = 0 |2+ 0
1 1 1 0 0 2—3

Rerplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

Re(2 +4) —Im(2+ 1) ): ( 2 -1 )

Im(2+i)  Re(2+1)

Remplacer par (

2 —1
-3 1
1 0
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Exemple: cas R3*3

0 2—i 2 4 i
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)13)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 [2—3 || 2+ 1 0 0
P=| -4 }+3+i|}-3—3 — P AP = 0 |2+ 0
1 1 1 0 0 2—3

Rerplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

Re(2 +4) —Im(2+ 1) ): ( 2 -1 )

Remplacer par ( Im(2+i)  Re(2+1)

2 —1 1 0 O
-3 1 |=Q'40=| 0 2 -1
1 0 0 1 2
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Exemple: cas R3*3

0 2—i 2 4 i
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)13)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 2= |l 2+ 1 0 0
P=| -4 }+3+i|}-3—3 — P AP =1 0 |2+ 0
1 1 1 0 0 2—3

Rernplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

Re(2 +4) —Im(2+ 1) ): ( 2 -1 )

Remplacer par ( Im(2+i)  Re(2+1)

2 —1 10 0
-3 1 |=Q'40=1| 0|2 -1
1 0 01 2
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Exemple: cas R3*3

0 2—i 2 4 i
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)13)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 [2—3 || 2+ 1 0 0
P=| -4 }+3+i|}-3—3 — PlAP = 2+ 0
1 1 1 0 0 2—3

Rerplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

Re(2 +4) —Im(2+ 1) ): ( 2 -1 )

Remplacer par ( Im(2+i) Re(2+1)

—1 1 {040
1 | = Q'4Q=| 0 ]2 -1
0 01 2
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Exemple: cas R3*3

0 2—i 2 4 i
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)13)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 [2—3 || 2+ 1 0 0
P=| -4 }+3+i|}-3—3 — PlAP = 2+ 0
1 1 1 0 0 2—3

Rerplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

Re(2 +4) —Im(2+ 1) ): ( 2 -1 )

Remplacer par ( Im(2+i) Re(2+1)

—1 1 10 0
1 | = Q '4Q=| 0|2 -1 Matrice diagonale en blocs
0 0 |1 2
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Exemple: cas R3*3

0 2—i 2 4 i
ker(A13)<<4)> ker(A(2+i)13)<(3—|—i)> ker(A(2i)Ig)<(3i>>
1 1 1

5 2= |l 2+ 1 0 0
P=| -4 }+3+i|}-3—3 — PlAP = 2+ 0
1 1 1 0 0 2—3

Rernplacer par Remplacer par la partie
la partie imaginaire du
réelle deuxieme vecteur

Re(2 +4) —Im(2+ 1) ): ( 2 -1 )

Remplacer par ( Im(2+i) Re(2+1)

2 —1 1 10 0
-3 1 | = Q '4Q=| 0 |2 -1 Matrice diagonale en blocs
1 0 0 |1 2

Sans démonstration dans le cas général
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Les endomorphisms et la semblance

Soit V un espace vectoriel sur le corps K, et soit B une base de V. De plus, soit T
un endomorphism de V, c’est-a-dire, T est une application linéaire de Va V.
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Les endomorphisms et la semblance

Soit V un espace vectoriel sur le corps K, et soit B une base de V. De plus, soit T
un endomorphism de V, c’est-a-dire, T est une application linéaire de Va V.

Soit [v]y la représentation du vecteur v de V par rapport a la base 5.
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Soit [v]
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% la représentation du vecteur v de V par rapport a la base 5.

Selon le cours de 02.11.2016 il y a une matrice [T]s de taille n x n telle que
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Les endomorphisms et la semblance

Soit V un espace vectoriel sur le corps K, et soit B une base de V. De plus, soit T

un enc

Soit [v]

omorphism de V, c’est-a-dire, T est une application linéaire de Va V.

% la représentation du vecteur v de V par rapport a la base 5.

Selon le cours de 02.11.2016 il y a une matrice [T]s de taille n x n telle que
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Les endomorphisms et la semblance

Soit V un espace vectoriel sur le corps K, et soit B une base de V. De plus, soit T
un endomorphism de V, c’est-a-dire, T est une application linéaire de Va V.

Soit [v]y la représentation du vecteur v de V par rapport a la base 5.

Selon le cours de 02.11.2016 il y a une matrice [T]s de taille n x n telle que
[TW)]z = [Tl [vls
Définition 19.1: [T]x» est appelée la matrice de T par rapport a la base 5.
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Les endomorphisms et la semblance

Soit V un espace vectoriel sur le corps K, et soit B une base de V. De plus, soit T
un endomorphism de V, c’est-a-dire, T est une application linéaire de Va V.

Soit [v]y la représentation du vecteur v de V par rapport a la base 5.

Selon le cours de 02.11.2016 il y a une matrice [T]s de taille n x n telle que
[TW)]z = [Tl [vls
Définition 19.1: [T]x» est appelée la matrice de T par rapport a la base 5.

EB — {bl,...,bn}
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Les endomorphisms et la semblance

Soit V un espace vectoriel sur le corps K, et soit B une base de V. De plus, soit T
un endomorphism de V, c’est-a-dire, T est une application linéaire de Va V.

Soit [v]y la représentation du vecteur v de V par rapport a la base 5.

Selon le cours de 02.11.2016 il y a une matrice [T]s de taille n x n telle que
[TW)]z = [Tl [vls
Définition 19.1: [T]x» est appelée la matrice de T par rapport a la base 5.

SB = {bl,...,bn}
T(by) =t11by +to1bo + -+ tn1by ( t11 ti2 - tin \
T(by) = t1oby + tosby + - - 4+ t,,0by, to1 tog -+ tan
- = (Mls=1 . . . .
T(bn) — tlnbl + t2nb2 + -+ tnnbn \ tn1 tn2 0 lnn )
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Les endomorphisms et la semblance

Soit V un espace vectoriel sur le corps K, et soit B une base de V. De plus, soit T
un endomorphism de V, c’est-a-dire, T est une application linéaire de Va V.

Soit [v]y la représentation du vecteur v de V par rapport a la base 5.

Selon le cours de 02.11.2016 il y a une matrice [T]s de taille n x n telle que
[TW)]z = [Tl [vls
Définition 19.1: [T]x» est appelée la matrice de T par rapport a la base 5.

Les coefficients sont transposés
SB - {bl,...,bn} A P

T(b1) =ti1b1 +ta1bos + -+ +t,1by, ( t11 ti2 - tin \
T(by) = t1oby + tosby + - - 4+ t,,0by, to1 tog -+ tan
- = (Mls=1 . . . .
T<bn) — tlnbl + t2nb2 + -+ tnnbn \ tn1 tn2 0 lnn )
olgeUM@
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Changement de base
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V >/
[.]®

v

V par rapport a 8
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Changement de base

T
Vv >V
[.]® [.]®
\ 4 A4
V par rapport a *5 V par rapport a 5
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T
74 >/
BE [-]®
— [T]s N
V par rapport a b >V par rapport a 25

Py ¢
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V par rapport a ¢
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La relation de la semblance correspond a un changement de base!
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