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La diagonalisation: comme déjà vu

Théorème	18.1:	Soit	A	une	matrice	de	format	n	x	n	sur	un	corps	K,	f(x)	le	
polynôme	caractéris?que	de	A,	et	poser																																																					ou		l1,
…,lk	sont	différentes	deux	à	deux,	et	m1,…,mk	≥	1.	

(1) On	a		

(2) 	Si																																										,	donc	il	y	a	une	matrice	inversible	P	de	taille	n	

telle	que	

kX

i=1

dimker(A� �iIn)  n

kX

i=1

dimker(A� �iIn) = n

C’est-à-dire,	A	est	similaire	à	une	matrice	diagonale

2

f(x) = (x� �1)
m1 · · · (x� �k)

mk

P�1AP =

0

BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�1

. . .
�1

�2

. . .
�2

. . .
�k

. . .
�k

1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

0

0

Chaque	valeur	est	répétée	
autant	de	fois	que	sa	
mul?plicité

m1	fois

m2	fois

mk	fois
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Similaire	au	Théorème	
7,	page	307	du	livre
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La diagonalisation

Corollaire	18.2:	Soit	A	une	matrice	de	format	n	x	n	sur	un	corps	K,	f(x)	le	
polynôme	caractéris?que	de	A,	et	poser																																																					ou		l1,
…,lk	sont	différentes	deux	à	deux,	et	m1,…,mk	≥	1.	Donc,	A	est	diagonalisable	
si	et	seulement	si	

kX

i=1

dimker(A� �iIn) = n

f(x) = (x� �1)
m1 · · · (x� �k)

mk

Consulter	les	notes	manuscrites	du	cours	de	21.11.16	pour	la	démonstra?on



Algèbre Linéaire 2016 3

La diagonalisation

Corollaire	18.2:	Soit	A	une	matrice	de	format	n	x	n	sur	un	corps	K,	f(x)	le	
polynôme	caractéris?que	de	A,	et	poser																																																					ou		l1,
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Consulter	les	notes	manuscrites	du	cours	de	21.11.16	pour	la	démonstra?on

Similaire	au	Théorème	5,	
page	303	du	livre
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La diagonalisation

Corollaire	19.1:	Soit	A	une	matrice	de	format	n	x	n	sur	un	corps	K,	f(x)	le	
polynôme	caractéris?que	de	A.	Si	chaque	racine	de	f(x)	est	simple,	c’est-à-
dire,	de	mul?plicité	1,	donc	A	est	diagonalisable.
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Corollaire	19.1:	Soit	A	une	matrice	de	format	n	x	n	sur	un	corps	K,	f(x)	le	
polynôme	caractéris?que	de	A.	Si	chaque	racine	de	f(x)	est	simple,	c’est-à-
dire,	de	mul?plicité	1,	donc	A	est	diagonalisable.

Démonstra?on:		

Soient	l1,…,ln	les	racines	de	f(x)	(on	en	a	n	car	chaque	racine	est	simple)
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dim	ker(A	-	liIn)	≥	1	pour	chaque	i	car	est	une	valeur	propre.
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La diagonalisation

Corollaire	19.1:	Soit	A	une	matrice	de	format	n	x	n	sur	un	corps	K,	f(x)	le	
polynôme	caractéris?que	de	A.	Si	chaque	racine	de	f(x)	est	simple,	c’est-à-
dire,	de	mul?plicité	1,	donc	A	est	diagonalisable.

Démonstra?on:		

Soient	l1,…,ln	les	racines	de	f(x)	(on	en	a	n	car	chaque	racine	est	simple)

dim	ker(A	-	liIn)	≥	1	pour	chaque	i	car	est	une	valeur	propre.

=)
nX

i=1

dimker(A� �iIn) � n



Algèbre Linéaire 2016 4

La diagonalisation

Corollaire	19.1:	Soit	A	une	matrice	de	format	n	x	n	sur	un	corps	K,	f(x)	le	
polynôme	caractéris?que	de	A.	Si	chaque	racine	de	f(x)	est	simple,	c’est-à-
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=)
nX

i=1

dimker(A� �iIn) � n

Mais																																											grace	au	Théorème	18.1	(1).	
nX

i=1

dimker(A� �iIn)  n
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La diagonalisation
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Mais																																											grace	au	Théorème	18.1	(1).	
nX

i=1

dimker(A� �iIn)  n

Alors,																																											0A	est	diagonalisable	grace	au	théorème	18.1(2).
nX

i=1

dimker(A� �iIn) = n
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La diagonalisation

Corollaire	19.1:	Soit	A	une	matrice	de	format	n	x	n	sur	un	corps	K,	f(x)	le	
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Similaire	au	Théorème	2,	
page	290	du	livre
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Comment trouver la matrice P?

Première	étape:	Calculer	les	valeurs	propres	l1,…,lk	et	leur	mul?plicité.	

Deuxième	étape:	Pour	chaque	li,	calculer	une	base	de	ker(A-liIn).	

Troisième	étape:	Si																																										,	poser	les	vecteurs	des	bases	trouver	

dans	la	deuxième	étape	dans	une	matrice	P.	

kX

i=1

dimker(A� �iIn) = n
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Exemple

Si	possible,	diagonaliser	la	matrice																							(Conseil:	les	valeurs	propres	sont	
l1=-1	et	l2	=	5.).

0

@
0 1 1
2 1 2
3 3 2

1

A

Exercise	11,	page	
308	du	livre
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Exemple

Si	possible,	diagonaliser	la	matrice																							(Conseil:	les	valeurs	propres	sont	
l1=-1	et	l2	=	5.).

0

@
0 1 1
2 1 2
3 3 2

1

A

(1) Les	valeurs	propres	sont	déjà	données.	

Exercise	11,	page	
308	du	livre
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7

Exemple: Etape 2
Exercise	11,	page	
308	du	livre
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7

Exemple: Etape 2

(2) Trouver	une	base	pour	ker(A-liI3)

Exercise	11,	page	
308	du	livre
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7

Exemple: Etape 2

(2) Trouver	une	base	pour	ker(A-liI3)

A+ I3 =

0

@
1 1 1
2 2 2
3 3 3

1

A

Exercise	11,	page	
308	du	livre
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Exemple: Etape 2

(2) Trouver	une	base	pour	ker(A-liI3)
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Exercise	11,	page	
308	du	livre
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Exemple: Etape 2

(2) Trouver	une	base	pour	ker(A-liI3)
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0
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*0
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�1
1
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A ,

0

@
�1
0
1

1

A
+

Exercise	11,	page	
308	du	livre
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Exemple: Etape 2

(2) Trouver	une	base	pour	ker(A-liI3)
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Exemple: Etape 2
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308	du	livre
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Exemple: Etape 2
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dimker(A� �1I3) + dimker(A� �2I3) = 2 + 1 = 3 =) Diagonalisable
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+

Exercise	11,	page	
308	du	livre
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Exemple: Etape 3
Exercise	11,	page	
308	du	livre
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Exemple: Etape 3

(3) P	a	comme	colonnes	les	éléments	des	bases	de	ker(A-liI3)

Exercise	11,	page	
308	du	livre
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Exemple: Etape 3
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Exemple: Etape 3
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Exemple: Etape 3
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Exemple

On	pose																											.	Calculer	A8.A =

✓
4 �3
2 �1

◆ Exercise	1,	page	307	
du	livre
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Exemple

On	pose																											.	Calculer	A8.A =

✓
4 �3
2 �1

◆

Diagonaliser	A	si	possible:	P�1AP =

✓
�1 0
0 �2

◆

Exercise	1,	page	307	
du	livre
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Exemple

On	pose																											.	Calculer	A8.A =

✓
4 �3
2 �1

◆

Diagonaliser	A	si	possible:	P�1AP =

✓
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◆
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Exemple
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La	rela?on	de	la	semblance	correspond	à	un	changement	de	base!


