Théoréeme [Cantor-Bernstein-Schroeder] Soient A et B des ensembles. Si
|A| < |B| et |B| < |A], alors |A| = |B|.

Preuve Soient f: A — Bet g: B — A des injections. Soit Cy := A\ g(B)
et Cpi1 = g(f(Crn)) pour n > 0, et C = J;5,C;. Sia ¢ C, alors x ¢ Cp et
x € g(B). Comme g~!: g(B) — B est une bijection, on peut définir h: A — B
avec

- f(z) sizeC
h(z)—{ g Hz) sizé¢C.

e h est injective:
f est injective sur C et g~ est injective sur A\ C. Le seul cas intéressant
est le suivant: soit x € C, y ¢ C et h(z) = h(y). Alors f(z) = g7 1(y) et
donc y = ¢g(f(x)); mais alors comme z € C, il existe un i tel que = € C;
et y = g(f(x)) € Ciy1, ce qui contredit y ¢ C. Donc h(z) # h(y).
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e | est surjective:
Soit b € B. Sib € f(C) la fibre de b par h est bien non vide. Sinon,
b ¢ f(C); soit a := g(b). On montre d’abord que a ¢ C. En effet, si ce
n’était pas le cas, il existerait ¢ # 0 t.q. a € C;, i.e., a = g(f(2)) pour
z € C;_1. Mais alors

9(f(2) =g D f(z) =b=be F(Cia) = be F(O),

ou (1) suit de l'injectivité de g, ce qui est une contradiction. On a donc
bien a ¢ C et h(a) = g~ (g(b)) = b. O



